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ПРЕДИСЛОВИЕ

Ñïðàâî÷íèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêîå  èç-
ëîæåíèå øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ 
ó÷àùèõñÿ ñòàðøèõ êëàññîâ è àáèòóðèåíòîâ 
è îðèåíòèðîâàí íà ïîäãîòîâêó ê åäèíîìó ãî-
ñóäàðñòâåííîìó ýêçàìåíó. Â êíèãó âêëþ÷åíû  
ìàòåðèàëû ïî òàêèì ðàçäåëàì øêîëüíîé ïðî-
ãðàììû: «Àëãåáðà», «Ãåîìåòðèÿ», «Íà÷àëà ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà», «Ýëåìåíòû êîìáèíàòî-
ðèêè, ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé».

Ñïðàâî÷íèê ïðîñò è óäîáåí â èñïîëüçîâàíèè:
 ìàòåðèàëû øêîëüíîãî êóðñà ñèñòåìàòèçèðî-
âàíû è èçëîæåíû â êîíñïåêòèâíîé, óäîáíîé 
äëÿ ïîâòîðåíèÿ è çàïîìèíàíèÿ ôîðìå;

 â ñïðàâî÷íèêå îáúåäèíåíû òåîðåòè÷åñêèå 
ìàòåðèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåáîâàíèÿì 
è ôîðìàòó ÅÃÝ;

 èñïîëüçóåìûå â ñïðàâî÷íèêå QR-êîäû äàþò 
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî áûñòðûé 
äîñòóï ê èíôîðìàöèîííûì ðåñóðñàì Èíòåð-
íåòà.
Â êàæäîì QR-êîäå çàøèôðîâàíà ññûëêà ïî 

êîíêðåòíîé òåìå íà èíôîðìàöèîííûé ðåñóðñ, 
êîòîðóþ  ëåãêî ìîæíî ñ÷èòàòü îáû÷íûì ìîáèëü-
íûì òåëåôîíîì, óñòàíîâèâ ñïåöèàëüíóþ ïðî-
ãðàììó òèïà Upcode èëè ScanLife. 

Èçäàíèå ïîäãîòîâëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðå-
ìåííûìè òðåáîâàíèÿìè øêîëüíîé  ïðîãðàììû 
è ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè âûïîëíåíèè äîìàø-
íèõ çàäàíèé, ïîäãîòîâêå ê ñàìîñòîÿòåëüíûì 
è êîíòðîëüíûì ðàáîòàì,  åäèíîìó ãîñóäàðñòâåí-
íîìó ýêçàìåíó.
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1 ÀËÃÅÁÐÀ

1.1. Числа, корни и степени

1.1.1. Целые числа

Öåëûìè ÷èñëàìè íàçûâàþò íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà, ò. å. ÷èñëà, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ ñ÷åòà (1; 2; 3; …), 
íóëü (0) è ÷èñëà, ïðîòèâîïîëîæ-
íûå íàòóðàëüíûì (–1; –2; –3; …). 

Ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà-
÷àåòñÿ N, ìíîæåñòâî 
öåëûõ ÷èñåë — Z. 

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 
íå ðàâíîå åäèíèöå, íà-

çûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî äåëèòñÿ òîëüêî íà 
ñåáÿ è íà åäèíèöó. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå 
îò åäèíèöû è íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòûì, íàçûâà-
åòñÿ ñîñòàâíûì. 

Ëþáîå ñîñòàâíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî 
ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. 

Пример 1. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 
à) 18; á) 37; â) 360. 
Ðåøåíèå: à) 18 ? 2 © 3 © 3 ? 2 © 32;
á) 37 — ïðîñòîå ÷èñëî, ò. å. 37 ? 37 © 1;
â) 360 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 
äåëåíèåì «â ñòîëáèê» òàê:

×èñëî 1 (åäèíèöà) íå 
îòíîñèòñÿ íè ê ïðî-

ñòûì, íè ê ñîñòàâíûì 
÷èñëàì.
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1.1. Числа, корни и степени

360
180
90
45
15
5
1

2
2
2
3
3
5

, ò. å. 360 ? 23 © 32 © 5.

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë n

1
; n

2
; …; n

k
 (ÍÎÊ{n

1
; n

2
; …; n

k
}) — ýòî íàè-

ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 
âñå óêàçàííûå ÷èñëà áåç îñòàòêà. 

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ{n
1
; n

2
; …; 

n
k
}) — ýòî íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êî-

òîðîå äåëÿòñÿ áåç îñòàòêà âñå óêàçàííûå ÷èñëà.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÊ è ÍÎÄ ñëåäóåò ðàçëî-

æèòü êàæäîå èç ÷èñåë íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. 
ÍÎÊ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ îáðàçîâàâøèõñÿ 
ïðîñòûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ âîçâîäèòñÿ 
â íàèáîëüøóþ èç ñòåïåíåé, â êîòîðûõ îíî âõî-
äèò â ðàçëîæåíèÿ. ÍÎÄ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 
âñåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, îáùèõ äëÿ âñåõ ÷è-
ñåë, êàæäûé èç êîòîðûõ âîçâåäåí â íàèìåíüøóþ 
èç ñòåïåíåé, â êîòîðûõ 
îíî âõîäèò â ðàçëîæå-
íèÿ. Åñëè îáùèõ ïðî-
ñòûõ ìíîæèòåëåé íåò, 
òî ÍÎÄ ðàâåí 1. 

Пример 2. Âû÷èñëèòü: à) ÍÎÊ{12; 108; 162}; 
á) ÍÎÄ{12; 108; 162}. 
Ðåøåíèå: 
12
6
3
1

2
2
3

, ò. å. 12 ? 22 © 3;

×èñëà m è n íàçûâàþò-
ñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, 

åñëè ÍÎÄ{m; n} ? 1
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1. АЛГЕБРА

108
54
27
9
3
1

2
2
3
3
3

, ò. å. 108 ? 22 © 33;

162
81
27
9
3
1

2
3
3
3
3

, ò. å. 162 ? 2 © 34.

à) ÍÎÊ{12; 108; 162} ? 22 © 34 ? 324;
á) ÍÎÄ{12; 108; 162} ? 2 © 3 ? 6. 
Îòâåò: à) 324; á) 6. 

Ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä öåëûìè ÷èñëàìè

Ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ

m + n ? n + m ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî

(m + n) + l ? m + (n + l) ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî

n + 0 ?"n ñâîéñòâî íóëÿ

m + (–m) ?"0 ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ 
÷èñåë

Ñâîéñòâà âû÷èòàíèÿ

m – (n + l) ?"m – n – l
âû÷èòàíèå ñóììû ÷èñåë 

îò ÷èñëà

(m + n) – l ?  
? (m – l) + n ? m + (n – l)

âû÷èòàíèå ÷èñëà îò ñóììû 
÷èñåë
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1.1. Числа, корни и степени

m – 0 ? m ñâîéñòâî íóëÿ

0 – m ? –m ñâîéñòâî íóëÿ

Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ

mn ? nm ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî

(mn)l ? m(nl) ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî

(m + n)l ? ml + nl ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî

(m – n)l ? ml – nl ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî

m © 1 ? m ñâîéñòâî åäèíèöû

m © 0 ? 0 ñâîéñòâî íóëÿ

m
m

⋅ =
1

1 , åñëè m ” 2 ñâîéñòâî îáðàòíûõ ÷èñåë

Ñâîéñòâà äåëåíèÿ

(m © n) : l ? m © (n : l) ?  
? (m : l) © n

äåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ 
íà ÷èñëî

(m + n) : l ? m : l + n : l äåëåíèå ñóììû íà ÷èñëî

(m – n) : l ? m : l – n : l äåëåíèå ðàçíîñòè íà ÷èñëî

m : (n © l) ? (m : n) : l ?  
? (m : l) : n

äåëåíèå ÷èñëà íà 
ïðîèçâåäåíèå

m : 0 äåëèòü íà íóëü íåëüçÿ!
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1.1.2 Степень с натуральным 
показателем

n-é íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñ-
ëà a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî b, ïîëó÷åí-
íîå â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ÷èñëà 
a íà ñåáÿ n ðàç: a b a a an

n

= = ⋅ ⋅ ⋅... .
ðàç

� �� ��

Ïî îïðåäåëåíèþ
a1 ? a. 

×èñëî a íàçûâàåòñÿ 
îñíîâàíèåì ñòåïåíè, 
n — ïîêàçàòåëåì ñòå-
ïåíè. 

Пример. Âû÷èñëèòü: 

à) (–5)3; á) (–3)4; â) 
2

3

3




 ; ã) 2

3

5

2





 .

Ðåøåíèå: à) (–5)3 ? (–5) © (–5) © (–5) ? –125;
á) (–3)4 ? (–3) © (–3) © (–3) © (–3) ? 81; 

â) 2

3

2

3

2

3

2

3

8

27

3




 = ⋅ ⋅ = ;

ã) 2
3

5

13

5
= ;  2

3

5

13

5

169

25
6
19

25

2 2





 = 



 = = .

Îòâåò: à) –125; á) 81; â) 
8

27
;  ã) 6

19

25
.

1.1.3. Дроби, проценты, 
рациональные числа

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî — ýòî äðîáü 

âèäà 
m

n
,  ãäå m Œ Z, n Œ N. ×èñëî m 

íàçûâàåòñÿ ÷èñëèòåëåì, n — çíà-
ìåíàòåëåì.

(–a)n ? an,  
åñëè n — ÷åòíîå; 

(–a)n ? –an,  
åñëè n — íå÷åòíîå. 
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1.1. Числа, корни и степени

Äðîáü 
m

n
 íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìîé, åñëè m 

è n âçàèìíî ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äðîáü 
ìîæíî ñîêðàòèòü, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíà-

òåëü íà èõ ÍÎÄ. Íàïðèìåð: 
8

12

2

2 3

2 2

2 3

2

3

3

2

2

2
=

⋅
=

⋅
⋅

= .

Âîîáùå, 
km

kn

m

n
= .

Ïðàâèëüíîé íàçûâàåòñÿ äðîáü 
m

n
,  åñëè |m| > n. 

Íåïðàâèëüíîé íàçûâàåòñÿ äðîáü 
m

n
, åñëè |m| ‡ n. 

Íåïðàâèëüíóþ äðîáü ìîæíî çàïèñàòü, âûäå-
ëèâ öåëóþ ÷àñòü. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðàçäåëèòü m 
íà n ñ îñòàòêîì: 

m

n
p

q

n
= + ,

ãäå p — ÷àñòíîå, q — îñòàòîê.

Íàïðèìåð: 
25

8

3 8 1

8
3

1

8
3

1

8
=

⋅ +
= + = .

Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïåðèî-
äè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. Åñëè â ðàçëîæåíèè 
çíàìåíàòåëÿ íåñîêðàòèìîé äðîáè íà ïðîñòûå 
ìíîæèòåëè íåò ìíîæèòåëåé, îòëè÷íûõ îò 2 è 5, 
òî äðîáü áóäåò êîíå÷íîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — 
áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé. 

Ïðåîáðàçîâàíèå îáûêíîâåííîé äðîáè â äåñÿ-
òè÷íóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì äåëåíèÿ â ñòîë-
áèê è äîïèñûâàíèåì íóëÿ ê êàæäîìó íåíóëåâî-
ìó îñòàòêó. 
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Пример 1. Ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè: 

à) 
5

8
;  á) 

1

14
.

Ðåøåíèå: à) 
−

−

−

50

48

8

0 625

20

16

40

40

0

,

   á) 
−

−

−

−

−

−

100

98

14

0 07142857

20

14

60

56

40

28

120

112

80

70

100

, ...

1

14
0 0 714285= , ( )  — 

áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷-
íàÿ äðîáü

Îòâåò: à) 0,625; á) 0,0(714285).

Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáåé

Ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè 
â îáûêíîâåííóþ 

0
10

1 2

1 2, ...
...

,a a a
a a a

n
n

n
=  

ãäå a a a
n1 2

...  — ÷èñëî èç 
n öèôð, â êîòîðîì a

k
 — 

k-ÿ öèôðà 

Пример. 0 6
6

10

3

5
, ;= =  

0 137
137

1000
, .=

5

8
0 625= ,  — êîíå÷íàÿ 

äåñÿòè÷íàÿ äðîáü
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1.1. Числа, корни и степени

Ïðåîáðàçîâàíèå äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè 
â îáûêíîâåííóþ 

0
9 90 0

1 1

1 1 1, ... ...
... ... ...

... ...
a a b b

a a b b a a
m n

m n m

n m

( ) =
−

ðàç ð

m
ààç

m
.  

Â ÷àñòíîñòè, 0
9 9

1

1, ...
...

...
.b b

b b
n

n

n

( ) =

ðàç

m

Пример.  Ïðåäñòàâèòü â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè: 
à) 0,(27); á) 0,11(7).  
Ðåøåíèå:  

à) 0 27
27

99

3

11
, ;= =  á) 0 11 7

117 11

900

106

900

53

450
, ( ) .=

−
= =

Îòâåò: à) 
3

11
; á) 

53

450
.

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå äðîáåé
Ïðè ñëîæåíèè äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìå-

íàòåëÿìè ðàáîòàåò ïðàâèëî: 
k

n

l

n

k l

n
± =

±
.

Äëÿ ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ äðîáåé ñëåäóåò 
ïðèâåñòè èõ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ñëîæèòü 
(èëè âû÷åñòü) ÷èñëèòåëè. Îáùèì çíàìåíàòåëåì 
ÿâëÿåòñÿ ÍÎÊ çíàìåíàòåëåé èñõîäíûõ äðîáåé.

Пример 2. Âû÷èñëèòü: à) 
2

7

1

7
+ ;  á) 

7

27

2

27

1

27
+ − .

Ðåøåíèå: 

à) 2

7

1

7

2 1

7

3

7
+ =

+
= ;  á) 7

27

2

27

1

27

7 2 1

27

8

27
+ − =

+ −
= .

Îòâåò: à) 3

7
; á) 

8

27
.
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Пример 3. Âû÷èñëèòü: à) 
2

3

5

7
+ ;  á) 

1

3

5

6

7

8
+ − .

Ðåøåíèå: 

à) 2

3

5

7

2 7

3 7

5 3

7 3

14

21

15

21

14 15

21

29

21
+ =

⋅
⋅

+
⋅
⋅

= + =
+

= ;

á) 
1

3

5

6

7

8

1 8

3 8

5 4

6 4

7 3

8 3
8

24

20

24

21

24

8 20 21

24

7

24

+ − =
⋅
⋅

+
⋅
⋅

−
⋅
⋅

=

= + − =
+ −

= ..

Îòâåò: à) 
29

21
;  á) 

7

24
..

Óìíîæåíèå è äåëåíèå äðîáåé

k

l

m

n

km

ln
⋅ = ;  k

l

m

n

kn

lm
: .=

Åñëè ñðåäè äðîáåé åñòü öåëîå ÷èñëî r, åãî 
ïðåäñòàâëÿþò êàê r

1
.

Пример. Âû÷èñëèòü: à) 2

5

3

8
⋅ ;  á) 1

3

4
2
7

9
: ;  â) 6

3

7
: .

Ðåøåíèå: à) 
2

5

3

8

2 3

5 8

2 3

2 5 4

3

20
⋅ =

⋅
⋅

=
⋅

⋅ ⋅
= ;

á) 1
3

4
2
7

9

7

4

25

9

7 9

25 4

63

100
: : ;= =

⋅
⋅

=

â) 6
3

7

6

1

3

7

6 7

3 1

3 2 7

3
14: : .= =

⋅
⋅

=
⋅ ⋅

=

Îòâåò: à) 
3

20
; á) 

63

100
; â) 14.

Âñå ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä öåëûìè ÷èñëàìè 
ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êðîìå 

òîãî, 
p

q

p

q

p

q−
=

−
= − ;  

−
−

=
p

q

p

q
.
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1.1. Числа, корни и степени

Пример 4. Âû÷èñëèòü: −

 −




5

6

6

7
: .

Ðåøåíèå: −





 −






 = =

⋅
⋅

=
5

6

6

7

5

6

6

7

5 7

6 6

35

36
: : .

Îòâåò: 
35

36
.

Ïðîöåíòû, íàõîæäåíèå ïðîöåíòà îò âåëè÷èíû 
è âåëè÷èíû ïî åå ïðîöåíòó

Ïðîöåíòîì îò âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ñîòàÿ 
÷àñòü ýòîé âåëè÷èíû: 

1
100

% ;⋅ =x
x

 p x
p x

% .⋅ =
⋅

100

Пример 5. Íàéòè 2 % îò 30. 

Ðåøåíèå: 2 30
2 30

100

3

5
% .⋅ =

⋅
=  Îòâåò ìîæíî äàòü 

è â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè: 2 30
60

100
0 6% , .⋅ = =

Îòâåò: 
3

5
 èëè 0,6.

Пример 6. Íàéòè ÷èñëî, åñëè 3 % îò íåãî ñîñòàâ-
ëÿåò 27. 
Ðåøåíèå: 3 % © x ? 27; 

3

100
27

x
= ;  x =

⋅
=

100 27

3
900.

Îòâåò: 900.
Пример 7. Íàéòè ïðîöåíò ñîäåðæàíèÿ ñîëè â ðàñ-
òâîðå, åñëè 50 êã ðàñòâîðà ñîäåðæèò 4 êã ñîëè. 

Ðåøåíèå: 50 © x % ? 4; 
50

100
4

⋅
=

x
;  x =

⋅
=

4 100

50
8.

Îòâåò: 8 %.
Пример 8. Ñêîëüêî ñîëè ðàñòâîðåíî â 10 êã ñåìè-
ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà?

Ðåøåíèå: 10 7

100

7

10
0 7 700

⋅
= = =

%
, êã ã.

Îòâåò: 700 ã.
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1.1.4. Степень с целым 
показателем

Åñëè a ” 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ 
a0 ? 1; 00 — íå îïðåäåëåíî.

Åñëè a ” 0, òî ïî îïðåäåëå-

íèþ a
a

n

n

− =
1

.  Íàïðèìåð: 5
1

5
1− = ;  

−

 = − = −

1

2

1

2

1

8

3 3

3
;  −


 = − = −

−
1

2
2 8

3

3( ) .

(–a)n ? an, åñëè n — ÷åòíîå; 
(–a)n ? –an, åñëè n — íå÷åòíîå

Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì

am © an ? am+n 37 © 3–2 ? 37–2 ? 35 ? 243

am  <  an ? am–n 5–3  <  5–5 ? 3–3+5 ? 52 ? 25

(am)n ? amn ((-2)3)2 ? (–2)6 ? 64

(ab)n ? anbn (2 © 3)4 ? 24 © 34 ? 16 © 81 ? 1296

a

b

a

b

n n

n







= −





=
−

=
2

3

2

3

16

81

4 4

4

( )

a

b

b

a

n n







= 





−
1

2
2 32

5

5





= =
−

1.1.5. Корень степени n @ 1 и его 
свойства

Êîðíåì ñòåïåíè n èç äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òà-
êîå ÷èñëî, n-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî 
ðàâíà a. 
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1.1. Числа, корни и степени

Êîðåíü âòîðîé ñòåïåíè èíà÷å íàçûâàåòñÿ 
êâàä ðàòíûì, òðåòüåé — êóáè÷åñêèì. 

Íàïðèìåð: 9 3= ± ;  125 53 = ;  0 04 = .

Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì ñòåïåíè n èç íåîò-
ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî, n-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà a. 

Îáîçíà÷åíèå an  èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, 
èìåííî äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ 
(ò. å. 9 3= ). 

Åñëè a > 0 è n íå÷åòíî, òî êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 
a òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ an .  Íàïðèìåð: − = −27 33 .

Åñëè an  ñóùåñòâóåò, òî a an
n( ) = .

Åñëè k Œ N, òî a akk 22 = ;  a akk 2 12 1 ++ =

Пример. Âû÷èñëèòü: à) 577 ;  á) ( ) .−3 88

Ðåøåíèå: à) 5 577 = ;  á) ( ) .− = − =3 3 388

Îòâåò: à) 5; á) 3.

Ñâîéñòâà êîðíÿ ñòåïåíè n

a b abn n n⋅ = 3 432 3 2 3

2 3 2 3 6

4 4 4 4 34

4 44

⋅ = ⋅ ⋅ =

= ⋅ = ⋅ =

a

b

a

b

n

n
n= − =

−
= −

125

343

125

343

5

7
3

3

3

a an
k

kn( ) = ;

a a kmknk mn= ∈( )Ν

7 7 7 7

7 7 7

35 235

3
35 5 10

= ⋅ =

= ( ) = =

Åñëè a ‡ 0, òî a anm mn= 3 34 8=
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1.1.6. Степень с рациональным 
показателем и ее свойства

Ïî îïðåäåëåíèþ a a
m

n mn= ,  ãäå 
a @ 0, m Œ Z, n Œ N. 

Íàïðèìåð: 

9 9 3
1

2 = = ;  
1

8

1

8
8 2

1

3
1

3 3





 = 






 = =

− −

.

Îòìåòèì, ÷òî a an n

1

= ;  a @ 0, n ŒN. 

Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì

ap © aq ? ap+q; 
a

a
a

p

q

p q= − ;  

(ap)q ? apq; (ab)p ? ap © bp; 

a

b

a

b

p p

p







 = ;  

a

b

b

a

p p

p







 =
−

.

Åñëè 0 > a > b, òî ar > br ïðè r @ 0; ar @ br ïðè 
r > 0. Åñëè r @ s, òî ar @ as ïðè a @ 1; ar > as ïðè 
0 > a > 1. 

Пример 1. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåíè: x x x

1

3

2

5

3

7⋅ : .

Ðåøåíèå: x x x x x

1

3

2

5

3

7

1

3

2

5

3

7

32

105⋅ = =
+ −

: .

Îòâåò: x
32

105.

Пример 2. Óïðîñòèòü: x xy
2

3

6

5
6

1

3( ) : ( ) .  
Ðåøåíèå: 

x xy x x y
x

x y

x

y

x

y

2

3

6

5
6

1

3

2

3

6

5

1

3
6
1

3

4

5

1

3 2

4

5

1

3

2

7

15( ) = =
⋅

= =
⋅ ⋅

−

: ( ) : ( )
22
.

Îòâåò: 
x

y

7

15

2
.
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1.1. Числа, корни и степени

Пример 3. Ñîêðàòèòü äðîáü: 
32

24

4 2

2 6

m n

m n
.

Ðåøåíèå: 32

24

2

2 3

2

3

4

3

4 2

2 6

5 4 2

3 2 6

2 2

4

2

4

m n

m n

m n

m n

m

n

m

n
=

⋅
⋅

=
⋅

= .

Îòâåò: 
4

3

2

4

m

n
.

Пример 4. Ñðàâíèòü: à) 0,8–0,2 è 0,9–0,2; á) 0,735 

è 0,736; â) 5 5
1

3

1

4è .

Ðåøåíèå: à) ïîñêîëüêó 0 > 0,8 > 0,9; –0,2 > 0, 
òî 0,8–0,2 @ 0,9–0,2; á) ïîñêîëüêó 0 > 0,7 > 1; 35 > 36, 

òî 0,735 @ 0,736; â) ïîñêîëüêó 5 @ 1; 1
3

1

4
> ,  òî 

5 5
1

3

1

4> .

1.1.7. Свойства степени 
с действительным показателем

Äëÿ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì 
ïîêàçàòåëåì ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñâîé-
ñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêà-
çàòåëåì. Ïîâòîðèì èõ. 

ap © aq ? ap+q; 
a

a
a

p

q

p q= − ;  

(ap)q ? apq;  (ab)p ? ap © bp; 

a

b

a

b

p p

p







 = ;  

a

b

b

a

p p

p







 =
−

.

Åñëè a > b, r @ 0, òî ar > br; åñëè a > b, r > 0, 
òî ar @ br. 

Åñëè a @ 1, r @ s, òî ar @ as; åñëè a > 1, r @ s, 
òî ar > as. 

(Çäåñü âåçäå a @ 0, b @ 0.)
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1.2. Основы тригонометрии

1.2.1. Синус, косинус, тангенс, 
котангенс произвольного угла

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñ íîâíûõ òðè-
ãîíîìåòðè ÷åñêèõ ôóíêöèé ðàññìîò-
ðèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ò. å. 
îê ðóæ íîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-
äèíàò. 

Ñèíóñîì óãëà c íàçûâàåòñÿ îðäèíàòà òî÷êè 
Mc, ïîëó÷åííîé ïîâîðîòîì òî÷êè M

0
(1; 0) âî-

êðóã íà÷àëà êîîðäèíàò 
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè íà óãîë c. 

Êîñèíóñîì óãëà c 
íàçûâàåòñÿ àáñöèññà 
òîé æå òî÷êè Mc. 

Ñèíóñ è êîñèíóñ 
óãëà îáîçíà÷àþòñÿ òàê: 

sin c; cos c. Îíè îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî óã ëà c, 
ïðè÷åì |sin c| ~ 1; |cos c| ~ 1. 

Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ óãëà c îïðåäåëÿþòñÿ ïî 
ôîðìóëàì: 

tg
sin

cos
;α

α
α

=  ctg
cos

sin
.α

α
α

=

Òàíãåíñ îïðåäåëåí äëÿ âñåõ c ” 90fl + n © 180fl; 
êîòàíãåíñ îïðåäåëåí äëÿ âñåõ c ” n © 180fl (n Œ Z). 

c

Mc

M
0

10

Ðèñ. 1.1

Ïðè n Œ Z èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: 
sin(–c) ? –sin c; cos(–c) ? cos c; 
tg(–c) ? – tg c; ctg(–c) ? –ctg c; 

sin(c + n © 360fl) ? sin c; cos(c + n © 360fl) ? cos c; 
tg(c + n © 180fl) ? tg c; ctg(c + n © 180fl) ? ctg c; 
sin(180fl + c) ? –sin c; cos(180fl + c) ? –cos c;
sin(180fl – c) ? sin c; cos(180fl – c) ? –cos c
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1.2. Основы тригонометрии

Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ óãëîâ

c, ðàä 0fl
π
6

π
4

π
3

π
2

cfl 0fl 30fl 45fl 60fl 90fl

sin c 0 1

2

2

2

3

2

1

cos c 1 3

2

2

2

1

2

0

tg c 0
3

3
1 3 —

ctg c — 3 1
3

3
0

Пример 1. Âû÷èñëèòü: 
sin 120fl + cos 330fl + 2 tg 135fl + tg 120fl. 
Ðåøåíèå: sin cos tg tg120 330 2 135 120° + ° + ° + ° =
= ° − ° + ° + − ° +sin( ) cos( ( ))180 60 360 30

+ °+ − ° + ° + − ° =2 180 45 180 60tg( ( )) tg( ( ))

= °+ − ° + − ° + − ° =
= °+ ° − °

sin cos( ) tg( ) tg( )
sin cos tg

60 30 2 45 60
60 30 2 45 −− ° =

= + − − = −

tg

.

60

3

2

3

2
2 3 2

Îòâåò: –2.

Пример 2. Âû÷èñëèòü: 

sin cos
cos sin( )

.180 270
1

360

1

270
° ° +

°
+

− °

Ðåøåíèå: 0 0
1

1

1

1
1 1 2⋅ + −

−
= + = .

Îòâåò: 2.



22

X

22

1. АЛГЕБРА

Пример 3. Âû÷èñëèòü:
sin(–30fl) + 2 cos(–60fl) – tg 45fl © ctg(–45fl).

Ðåøåíèå: − + ⋅ − ⋅ − = − + + =
1

2
2

1

2
1 1

1

2
1 1 1 5( ) , .

Îòâåò: 1,5.

1.2.2. Радианная мера угла

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèó-
ñà R. Åå äëèíà ðàâíà 2rR, ãäå r … 
…"3,14. 

Ðàäèàí — ýòî âåëè÷èíà öåíòðàëü-
íîãî óãëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äóãå äëèíîþ R. 

Íà ðèñ. 1.2 îòìå÷åí 
óãîë AOB âåëè÷èíîþ 
1 ðàäèàí. 

1
180

57 3ðàä =
°
≈ °

π
, ;  

1 0 01745° = ≈
π ðàä
180

ðàä.,

90
2

° =
π
ðàä; 6 ðàä;0

3
° =

π
 

45
4

° =
π
ðàä; 3 ðàä;0

6
° =

π
 360fl ? 2r ðàä; 180fl ? r ðàä. 

x
x

ðàä =
°⋅180

π
;  α

α π
° =

⋅
180

ðàä.  

Пример 1. Ïåðåâåñòè â ðàäèàííóþ ìåðó: à) 270fl; 
á) 15fl. 
Ðåøåíèå: 

à) 270
270 3

2
° =

⋅
=

x

π
π
ðàä; á) 15

15

12
° =

⋅
=

x

π
π
ðàä.

Îòâåò: à) 
3

2

π
ðàä;  á) 

π
12
ðàä.

1

B

AA
R
R

0

Ðèñ. 1.2
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1.2. Основы тригонометрии

Пример 2. Ïåðåâåñòè â ãðàäóñíóþ ìåðó: à) 
4

3

π
ðàä;  

á) 3 ðàä. 
Ðåøåíèå: à) 

4

3

4 180

3
240

π
ðàä =

⋅ °
= °;

á) 3
3 180 540

171 9ðàä =
⋅ °

=
°
≈ °

π π
, .

Îòâåò: à) 240fl; á) …171,9fl.

Пример 3. Âû÷èñëèòü sin cos cos .
π π

π
6

2
3

− −





 −

Ðåøåíèå: 
1

2
2

1

2
1

1

2
− ⋅ + = .

Îòâåò: 
1

2
.

1.2.3. Синус, косинус и тангенс 
числа

Òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé 
÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ óãëà âåëè÷èíîé x ðà-
äèàí. 

Ñèíóñ è êîñèíóñ îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé x, òàíãåíñ — äëÿ x n≠ +
π

π
2

,  êîòàíãåíñ — 
äëÿ x ” rn (n Œ Z). 

Пример 1. Âû÷èñëèòü: cos sin tg ctg .
π π π π
2

3

2
2

4

5

4
− + ⋅

Ðåøåíèå: cos sin tg ctg
π π π π
2

3

2
2

4

5

4
− + ⋅ =

= − +





 + ⋅ ⋅ +






 =0

2
2 1

4
sin ctgπ

π
π

π

= + = + ⋅ =sin ctg .
π π
2

2
4

1 2 1 3

Îòâåò: 3. 
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1. АЛГЕБРА

Пример 2. Ñðàâíèòü: à) sin
π
4

 è sin 30fl; 

á) cos 18fl è cos .
3

2

π

Ðåøåíèå: à) sin sin ;
π
4

45= °  óãëû 30fl è 45fl íàõî-

äÿòñÿ â I ÷åòâåðòè, ãäå ñ óâåëè÷åíèåì óãëà óâåëè-
÷èâàåòñÿ è ñèíóñ óãëà, ò. å. sin 45fl @ sin 30fl. 

á) cos cos .
3

2
270 0

π
= ° =

Îòâåò: à) sin sin ;
π
4

30> °  á) cos cos .18
3

2
° >

π

1.2.4. Основные 
тригонометрические тождества

Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå 
òîæäåñòâî

sin2 c + cos2 c ? 1
Ñëåäñòâèÿ: 

sin cos ;α α= ± −1 2
 cos sin .α α= ± −1 2

 

Äðóãèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà: 

1
12

2
+ =tg

cos
;α

α
 1

12

2
+ =ctg

sin
;α

α
 

tg c © ctg c ? 1

Пример 1. à) Óïðîñòèòü: 1 + sin2 c – cos2 c; 
á) äîêàçàòü òîæäåñòâî: 
sin4 x + cos4 x ? 1 – 2 sin2 x © cos2 x. 
Ðåøåíèå: à) 1 + sin2 c – cos2 c ? 
? (1 – cos2 c) + sin2 c ? sin2 c + sin2 c ? 2 sin2 c; 
á) sin4 x + cos4 x + 2 sin2 x © cos2 x ? 1; 
(sin2 x + cos2 x)2 ? 12 ? 1, 
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
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1.2. Основы тригонометрии

Пример 2. Èçâåñòíî, ÷òî cos c ? 0,6; 
3

2
2

π
α π< < .  

Íàéòè sin c; tg c; ctg c. 
Ðåøåíèå: sin c > 0 (ñì. ðèñ. 1.1). 

sin cos , , ;α α= ± − = − − = −1 1 0 6 0 82 2  

tg
sin

cos
;α

α
α

= = −
4

3
 ctg

cos

sin
.α

α
α

= = −
3

4
 

Îòâåò: –0,8; −
4

3
;  −

3

4
.

Пример 3. Èçâåñòíî, ÷òî tg c ? –2; 
π

α π
2

< < .  
Íàéòè sin c; cos c; ctg c. 

Ðåøåíèå: ctg
tg

;α
α

= = −
1 1

2
 cos

tg
;2

2

1

1

1

5
α

α
=

+
=  

sin cos .2 21
4

5
α α= − =  sin c @ 0; cos c > 0 (ñì. ðèñ. 1.1). 

 sin .α = =
2

5

2 5

5
 

Îòâåò: 
2 5

5
;  −

5

5
;  −

1

2
.

1.2.5. Формулы приведения

sin cos ;
π

α α
2

±



 =

cos sin ;
π

α α
2

+



 = −  cos sin ;

π
α α

2
−



 =

sin(r + c) ? –sin c; sin(r – c) ? sin c; 
cos(r + c) ? –cos c; cos(r – c) ? –cos c; 

tg ctg ;
π

α α
2

+



 = −  tg ctg ;

π
α α

2
−



 =

ctg tg ;
π

α α
2

+



 = −  ctg tg ;

π
α α

2
−



 =

tg(r + c) ? tg c; tg(r – c) ? –tg c; 
ctg(r + c) ? ctg c; ctg(r – c) ? –ctg c
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1. АЛГЕБРА

Пример 1. Âû÷èñëèòü: cos ctg sin .
4

3

3

4

5

6

π π π
⋅ −

Ðåøåíèå: cos ctg sin
4

3

3

4

5

6

π π π
⋅ − =

= +



 ⋅ +



 − −



 =cos ctg sinπ

π π π
π

π
3 2 4 6

= − ⋅ −

 − = − ⋅ − − =cos tg sin ( ) .

π π π
3 4 6

1

2
1

1

2
0

Îòâåò: 0.
Пример 2. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 
à) 3 sin(r – x) + 2 sin(–x) – sin(r + x); 

á) sin cos( ) tg( ) ctg .
7

6

5

2

π
α π α π

π
α− − − − + −





Ðåøåíèå: à) 3 sin(r – x) + 2 sin(–x) – sin(r + x) ?  
? 3 sin x – 2 sin x + sin x ? 2 sin x; 

á) sin sin sin ;
7

6

6

6 6 6

1

2

π π π π
= +



 = − = −  

cos(c – r) ? cos(r – c) ? –cos c; 
tg(c – r) ? –tg(r – c) ? tg c;

ctg ctg ctg tg .
5

2
2

2 2

π
α π

π
α

π
α α−



 = + −










= −



 =

Èìååì: − + − + = −
1

2

1

2
cos tg tg cos .α α α α

Îòâåò: à) 2 sin x; á) −
1

2
cos .α

1.2.6. Синус, косинус и тангенс 
суммы и разности двух углов

(sin c + d) ? sin c cos d + cos c sin d
sin(c – d) ? sin c cos d – cos c sin d
cos(c + d) ? cos c cos d – sin c sin d
cos(c – d) ? cos c cos d + sin c sin d

tg( )
tg tg

tg tg
α β

α β
α β

+ =
+

−1
     tg( )

tg tg

tg tg
α β

α β
α β

− =
−

+1
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1.2. Основы тригонометрии

Пример 1. Âû÷èñëèòü: à) sin 75fl; á) cos 75fl; â) tg 75fl. 
Ðåøåíèå: à) sin sin( )75 45 30° = ° + ° =
= °⋅ ° + °⋅ ° =sin cos cos sin45 30 45 30

= ⋅ + ⋅ =
+2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
;

á) cos 75fl ? cos(45fl-"30fl) ? cos 45fl©"cos 30fl – sin 45fl©"sin 30fl ?

= ⋅ − ⋅ =
−2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
;

â) tg tg( )
tg tg

tg tg
75 45 30

45 30

1 45 30

1
3

3

1
3

3

° = ° + ° =
° + °

− °⋅ °
=

+

−
=

=
+

−
=

+( )
=

+
= +

3 3

3 3

3 3

6

12 6 3

6
2 3

2

.

Îòâåò: à) 
6 2

4

+
;  á) 

6 2

4

−
;  â) 2 3+ .

Пример 2. Âû÷èñëèòü: tg .
5

12

π

Ðåøåíèå: tg tg
tg tg

tg tg

5

12 6 4
6 4

1
6 4

π π π
π π

π π
= +






 =

+

− ⋅
=

=
+

− ⋅
=

+
−

= +

3

3
1

1
3

3
1

3 3

3 3
2 3.

Îòâåò: 2 3+ .

1.2.7. Синус и косинус двойного 
угла

sin 2c ? 2 sin c cos c;
cos 2c ? cos2 c – sin2 c ? 

? 2 cos2 c – 1 ? 1 – 2 sin2 c
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Пример 1. Âû÷èñëèòü: 
à) sin 22,5fl ©  cos 22,5fl; á) sin2 15fl. 

Ðåøåíèå: à) sin , cos , sin ,22 5 22 5
1

2
2 22 5°⋅ ° = ⋅ ° =

= ° = ⋅ =
1

2
45

1

2

2

2

2

4
sin ;

á) sin sin ( cos )15
1

2
2 15

1

2
1 2 15° = ⋅ ° = ⋅ − ⋅ ° =

= ⋅ − ° = ⋅ −




 =

−1

2
1 30

1

2
1

3

2

2 3

4
( cos ) .

Îòâåò: à) 
2

4
;  á) 

2 3

4

−
.

Пример 2. Äàíî: cos ,x = −
5

13
 sin x @ 0. 

Âû÷èñëèòü: sin 2x, cos 2x, tg 2x. 

Ðåøåíèå: sin sin cos cos cos2 2 2 1 2x x x x x= = ⋅ − ⋅ =

= ⋅ − ⋅ −





 = ⋅ ⋅ −






 = −2 1

25

169

5

13
2

12

13

5

13

120

169
;

cos 2x ? cos2 x – sin2 x èëè 

cos cos2 2 1 2
5

13
1

2 25

169
1

50 169

169

119

16

2

2

x x= − = ⋅ −

 − =

⋅
− =

=
−

= −
99

;

tg
sin

cos
: .2

2

2

120

169

119

169

120

119
1

1

119
x

x

x
= = − −


 = =

Îòâåò: sin 2x ?−
120

169
; "cos 2x ?

119

16
−

99
;"tg 2x ?1

1

119
.

Пример 3. Âûðàçèòü cos 2t ÷åðåç tg t. 

Ðåøåíèå: cos cos sin
sin

tg
sin2 2 2

2

2

2t t t
t

t
t= − = − =

sin
tg

tg

tg1 1
1

2
2

2

2

t
t

t

t
= ⋅

−
=

−

ccos

tg

tg
.

2

2

2

1

1
t

t

t
=

−
+

Îòâåò: 
tg

tg
.

2

2

1

1

t

t

−
+
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1.3. Логарифмы

1.3. Логарифмы

1.3.1. Логарифм числа

Ëîãàðèôìîì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà b ïî îñíîâàíèþ a (a @ 0, a ” 1) 
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, 
â êîòîðóþ íóæíî âîçâåñòè ÷èñëî a, 
÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî b. 

Äëÿ ëîãàðèôìà ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå log

a
 b. 

x ? log
a
 b, åñëè ax ? b; a ba blog .=

log
a
 1 ? 0; log

a
 a ? 1

Пример 1. Âû÷èñëèòü: à) log
3
 9; á) log .5

3 5
Ðåøåíèå: à) 32 ? 9. Çíà÷èò, log

3
 9 ? 2. 

á) 5 5
1

3 3= .  Çíà÷èò, log .5
3 5

1

3
=  

Îòâåò: à) 2; á) 
1

3
.

Пример 2. Íàéòè x, åñëè log
2
 x ? –3. 

Ðåøåíèå: x = =−2
1

8
3 .

Îòâåò: 
1

8
.

Пример 3. Íàéòè log .7

1

343

Ðåøåíèå: log log .7 7
31

343
7 3= = −−

Îòâåò: –3.

Пример 4. Íàéòè x, åñëè log .
x

1

49
2= −

Ðåøåíèå: x− =2 1

49
;  x–2 ? 7–2; x ? 7. 

Îòâåò: 7.



30

X

30

1. АЛГЕБРА

1.3.2. Логарифмы произведения, 
частного, степени

Åñëè x @ 0, y @ 0, òî:
log

a
(x © y) ? log

a
x + log

a
y; 

log log log
a a a

x

y
x y= −

Пример 1. Âû÷èñëèòü: à) log
6
2 + log

6
3; á) log ;2 2 2  

â) log
2
36 – log

2
9. 

Ðåøåíèå: à) log
6
 2 + log

6
 3 ? log

6
(2 © 3) ? log

6
 6 ? 1; 

á) log log log , ;2 2 22 2 2 2 1
1

2
1 5= + = + =

â) log log log log .2 2 2 236 9
36

9
4 2− = = =

Îòâåò: à) 1; 2) 1,5; â) 2. 

Åñëè x @ 0, òî log
a
 xk ? k © log

a
 x

Пример 2. Âû÷èñëèòü: à) log ;4 2  á) log ;
7

343   

â) 3 16 4
1

27
2 3

log log .+

Ðåøåíèå: à) log log log ;4 4

1

2
42 2

1

2
2

1

2

1

2

1

4
= = ⋅ = ⋅ =

á) log log log ;
7 7

3

7
343 7 3 7 3 2 6= = ⋅ = ⋅ =

â) 3 16 4
1

27
3 2 4 3

2 3 2

4

3

3log log log log+ = + =−

= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =3 4 2 4 3 3 12 1 12 1 0
2 3

(log ) ( ) log .

Îòâåò: à) 
1

4
;  á) 6; â) 0. 
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1.3. Логарифмы

1.3.3. Десятичный и натуральный 
логарифмы, число e

Äåñÿòè÷íûì ëîãàðèôìîì ÷èñëà 
íàçûâàåòñÿ åãî ëîãàðèôì ïî îñíî-
âàíèþ 10:

lg a ? log
10
 a; 10lg a ? a. 

Íàïðèìåð: lg 10 ? 1; lg 100 ? 2; lg , ;10 0 5=  
lg 0,001 ? –3 è ò. ä. 

Íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìîì ÷èñëà íàçûâàåòñÿ 
åãî ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ e, ãäå e — ïîñòîÿí-
íàÿ, ïðèáëèæåííî ðàâíàÿ 2,718:

ln a ? log
e
 a; e … 2,718;

eln a ? a. 

Íàïðèìåð: ln e ? 1; ln , ;e = 0 5  ln .
1

1
e
= −

Пример 1. Ïðîëîãàðèôìèðîâàòü âûðàæåíèå 
x ? 5a2b3 (a @ 0, b @ 0) ïî îñíîâàíèþ 10. 
Ðåøåíèå: lg x ? lg 5 + 2 lg a + 3 lg b. 
Пример 2. Íàéòè x ïî äàííîìó åãî ëîãàðèôìó: 
lg x ? 5 lg a – 3 lg c. 

Ðåøåíèå: lg lg lg lg .x a c
a

c
= − =5 3

5

3
 

Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèðîâàíèåì.
Пример 3. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 

lg
( )

lg lg .
m n

a

ab

m n

m n

b

+
+

−
+

−2

2 2

Ðåøåíèå: lg
( )

lg lg
m n

a

ab

m n

m n

b

+
+

−
+

−
=

2

2 2

=
+ ⋅ ⋅ −
⋅ − ⋅

=lg
( ) ( )

( )

m n ab m n

a m n b

2

2 2

=
+ ⋅ −
− +

= +lg
( ) ( )

( )( )
lg( ).

m n m n

m n m n
m n

2

Îòâåò: lg(m  -""n).
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1.4. Преобразования выражений

1.4.1. Преобразования 
выражений, включающих 
арифметические операции

Îñíîâíûå ñâîéñòâà 
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

(a ‒ b) © c ? ac ‒ bc; 
a b

c

a

c

b

c

±
= ± ;  

ac

bc

a

b
= ;

a

b

c

d

ad bc

bd
± =

±
;  

a

b

c

d

ac

bd
⋅ = ;  

a

b

c

d

ad

bc
: ;=  1: .

a

b

b

a
=

Îñíîâíûå ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ
(a – b) © (a + b) ? a2 – b2; 
(a ‒ b)2 ? a2 ‒ 2ab + b2;

(a ‒ b)3 ? a3 ‒ 3a2b + 3ab2 ‒ b3;
( )( )a b a ab b a b± + = ±2 2 3 3a  

Пример 1. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 
a b

a b

a b

a b

a

b

b

a

+
−

−
−
+





 ⋅ −



 .

Ðåøåíèå: 
a b

a b

a b

a b

a

b

b

a

a b a b

a b a b

a+
−

−
−
+







 ⋅ −






 =

+ − −
− ⋅ +

⋅
( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2−
=

b

ab

=
+ + − + −

−
⋅

−
=

−
−

=
a ab b a ab b

a b

a b

ab

ab a b

ab a b

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 4
4

( )

( )
.

Îòâåò: 4. 
Пример 2. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå: 
(2n + 3)2 – (n – 1)2. 
Ðåøåíèå: (2n + 3)2 – (n – 1)2 ? 
? (4n2 + 12n + 9) – (n2 – 2n + 1) ? 
? 4n2 – n2 + 12n + 2n + 9 – 1 ? 3n2 + 14n + 8. 
Îòâåò: 3n2 + 14n + 8.



33

1

X

33

1
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1.4.2. Преобразование 
выражений, включающих 
операцию возведения в степень

Пример 1. à) Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíî-
ãî÷ëåíà âûðàæåíèå: 
(16a2 + 8ab + b2) © (4a + b). 
Ðåøåíèå: (4a + b) © (16a2 + 8ab + b2) ? 
? (4a + b)(4a + b)2 ? (4a + b)3. 
á) Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå: 
64a3 – (a – 1)3. 
Ðåøåíèå: 64a3 – (a – 1)3 ? 
? (4a – (a – 1))(16a2 + 4a(a – 1) + (a – 1)2) ? 
? (3a + 1)(16a2 + 4a2 – 4a + a2 – 2a + 1) ? 
? (3a + 1)(21a2 – 6a + 1). 
â) Äîêàçàòü äåëèìîñòü âûðàæåíèÿ 3213 – 1233 
íà 198. 
Ðåøåíèå: 3213 – 1233 ? 
? (321 – 123)(3212 + 321 © 123 + 1232) ? 
? 198 © (3212 + 321 © 123 + 1232) 
äåëèòñÿ íà 198, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Пример 2. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: 
x y

x y

x y

x y

4 4

2 2

3 3−
−

−
+
+

.
Ðåøåíèå:

x y

x y

x y

x y

x y x y

x y

x y x xy y

x y

4 4

2 2

3 3 2 2 2 2

2 2

2 2−
−

−
+
+

=
− +

−
−

+ − +
+

( )( ) ( )( )
==

= + − − + =( ) ( ) .x y x xy y xy2 2 2 2

Пример 3. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: x y

x y x y

2

3

2

3

1

6

1

6

1

3

1

3

−

+( ) ⋅ +( )
.

Ðåøåíèå: x y

x y x y

x y

x y x y

2

3

2

3

1

6

1

6

1

3

1

3

1

3

2 1

3

2

1

6

1

6

1

3

1

3

−

+( ) ⋅ +( )
=

( ) − ( )
+( ) ⋅ +( ))

=
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=
−( ) ⋅ +( )
+( ) ⋅ +( )

=
−

+
=

x y x y

x y x y

x y

x y

1

3

1

3

1

3

1

3

1

6

1

6

1

3

1

3

1

3

1

3

1

6

1

6

xx y

x y

1

6

2 1

6

2

1

6

1

6

( ) − ( )
+

=

=
−( ) ⋅ +( )

+
= −

x y x y

x y

x y

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6 .

1.4.3. Преобразование выражений, 
включающих корни натуральной степени

Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ èç-ïîä çíàêà êîðíÿ 

a a an mn mn+ = ⋅ ,   
ãäå a @ 0

Пример. Âûíåñòè ìíîæèòåëü èç-
ïîä çíàêà êîðíÿ:  

à) 37
4

;  á) a b23 175 ⋅ .  
Ðåøåíèå: 

à) 3 3 3 3 3 3 2774 4 34 34 4= ⋅ = = ;

á) a b a b a b

a b a b a b a b

23 175 20 15 3 25

4 3 5 3 25 4 3 3 25

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ = ⋅ ⋅( )

Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä êîðåíü 

a b a bn nn⋅ = ⋅ ,   
ãäå a @ 0; b @ 0.  
Åñëè a > 0, òî ïðè 
íå÷åòíîì n ýòà 
ôîðìóëà òàêæå âåðíà, 
à ïðè ÷åòíîì n: 

a b a bn nn⋅ = − ⋅

Пример. Âíåñòè ìíîæèòåëü 

ïîä êîðåíü: à) 2 53 ;   

á) − ⋅2 32a b,  a > 0.  
Ðåøåíèå:

à) 2 5 2 5 403 33 3= ⋅ = ;

á) − ⋅ =

= ⋅( ) ⋅ =

2 32

2 32 64
2

2

a b

a b a b
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1.4. Преобразования выражений

Èçáàâëåíèå ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ 
îò çíàìåíàòåëÿ

a

b

a b

bk
n

n kn

=
⋅ −

,  

ãäå a @ 0; b @ 0

Пример 1.  Èçáàâèòüñÿ îò êîðíÿ 

â çíàìåíàòåëå: 3

5
.

Ðåøåíèå: 
3

5

3 5

5

15

52
=

⋅
= .

Пример 2. Èçáàâèòüñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè 

â çíàìåíàòåëå: 
11

2 5 3−( ) .

Ðåøåíèå: 
11

2 5 3

11 5 3

2 5 3 5 3−( ) =
⋅ +( )

⋅ −( ) +( ) =

=
⋅ +( )
⋅ −

=
⋅ +( )

⋅
=

+11 5 3

2 25 3

11 5 3

2 22

5 3

4( )
.

1.4.4. Преобразования 
тригонометрических выражений

Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû è ðàçíîñòè 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

sin sin sin cosα β
α β α β

± =
± ±

2
2 2

cos cos cos cosα β
α β α β

+ =
+ −

2
2 2

cos cos sin sinα β
α β α β

− =
+ −

2
2 2

tg tg
sin( )

cos cos
α β

α β
α β

± =
±

 

ctg ctg
sin( )

sin sin
α β

α β
α β

± =
±  
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Пример 1. Äîêàçàòü òîæäåñòâî: sin sin

cos cos
tg .

α β
α β

α β+
+

=
+
2

Ðåøåíèå:

sin sin

cos cos

sin cos

cos cos

sin

c

α β
α β

α β α β

α β α β

α β
+
+

=

+ −

+ −
=

+
2

2 2

2
2 2

2

oos

tg ,
α β

α β
+

=
+

2

2

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Пример 2. Ïðåîáðàçîâàòü â ïðîèçâåäåíèå âûðàæå-
íèå: cos 25fl + cos 35fl. 

Ðåøåíèå: cos cos cos cos25 35 2
25 35

2

25 35

2
° + ° =

° + °
⋅

° − °
=

= °⋅ − ° = °⋅ ° = ⋅ ⋅ ° =2 30 5 2 30 5 2
3

2
5cos cos( ) cos cos cos

= ⋅ °3 5cos .

Îòâåò: 3 5⋅ °cos .

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé

sin sin
cos( ) cos( )

α β
α β α β

=
− − +

2

cos cos
cos( ) cos( )

α β
α β α β

=
− + +

2

sin cos
sin( ) sin( )

α β
α β α β

=
− + +

2

Пример 3. Âû÷èñëèòü: sin 20fl © sin 40fl © sin 80fl. 
Ðåøåíèå:

sin sin sin sin
cos cos

sin cos

20 40 80 20
40 120

2

20 40

°⋅ °⋅ ° = °⋅
° − °

=

=
°⋅ ° −− −


 °

=
°⋅ ° + °

=

1

2
20

2

2 20 40 20

4

sin
sin cos sin
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1.4. Преобразования выражений

=
− °+ °+ °

=
°
=

sin sin sin sin
.

20 60 20

4

60

4

3

8

Îòâåò: 
3

8
.

1.4.5. Преобразования 
выражений, включающих 
операцию логарифмирования

Ïåðåõîä ê íîâîìó îñíîâàíèþ

log
log

log
.

a
b

b

x
x

a
=

Â ÷àñòíîñòè,

log
log

a

b

b
a

=
1

Пример.
Âû÷èñëèòü: log

4
 3 © log

27
 256. 

Ðåøåíèå:

log log
lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg( )

lg( )

lg

lg

4 27

4

3

3 256
3

4

256

27

3

4

4

3

3

⋅ = ⋅ =

= ⋅ =
44

4 4

3 3

4

3
⋅ =
lg

lg

Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî

a ba blog = Пример.

Âû÷èñëèòü: 3

2

3

1

3
5

53
3

log
log

.

+

Ðåøåíèå:

3 3

3 3

2

3

1

3
5

2 5
1

3
5

5
2

5

1

3

53
3

3
3

3

3
3

3

log
log

log log

log log

+
+

= =

= ( ) ⋅ ( ) =

= 55 5 5 53
2

3 3
3( ) ⋅ = ( ) = .

Îòâåò: 5.



38

X

38

1. АЛГЕБРА

1.4.6. Модуль (абсолютная 
величина) числа

a
a a

a a
=

≥
− <





, ;

, .

åñëè

åñëè

0

0

Íàïðèìåð: |5| ? 5; |0| ? 0; |–3| ? 3. 

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ

|a| @ 0, åñëè a ” 0

|a ‒ b| ~ |a| ‒ |b| |a ‒ b| ‡ ||a| – |b||

|ab| ? |a| © |b|
a

b

a

b
=

a a= 2 |an| ? |a|n

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ: ðàññòîÿíèå îò 0 
(íà÷àëà êîîðäèíàò) äî òî÷êè a ðàâíî |a|, à ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè a è b ðàâíî |a – b|. 

Ïðèìåíåíèå: ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ. 

Пример. Ïîñòðîèòü ãðà-
ôèê ôóíêöèè 
y ? |x| + 2. 
Ðåøåíèå:
y x

y x x

y x x

= + =

=
= + ≥
= − + <





2

2 0

2 0

, ;

, .
–2 2

2

0 x

y

Ðèñ. 1.3
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2.1. Уравнения

2.1.1. Квадратные уравнения

Êâàäðàòíûì íàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèå âèäà ax2 + bx + c ? 0, ãäå a ” 0. 

Äèñêðèìèíàíòîì êâàäðàòíîãî  
óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî 
D ? b2 – 4ac. 

Êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ 
÷èñëî x, îáðàùàþùåå óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåí-
ñòâî. 

Åñëè D > 0, òî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò. 
Åñëè D ‡ 0, òî êîðíè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå: 

x
b D

a
1 2 2, .=

− ±

Ïðè D @ 0 äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ïðè D ? 0 
êîðíè ñîâïàäàþò (ôàêòè÷åñêè êîðåíü îäèí). 

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: à) 2x2 – 5x + 2 ? 0; 
á) x2 – 6x + 9 ? 0; â) 2x2 – 5x + 4 ? 0. 
Ðåøåíèå: à) 2x2 – 5x + 2 ? 0. D ? 52 – 4 © 2 © 2 ? 9. 

x1 2

5 9

4

5 3

4, .=
±

=
±

 x
1
 ? 2; x

2
 ? 0,5. 

á) x2 – 6x + 9 ? 0; D ? 62 – 4 © 1 © 9 ? 0; x1 2

6 0

2
3, .=

±
=

â) 2x2 – 5x + 4 ? 0; D ? (–5)2 – 4 © 2 © 4 ? –7 > 0. 
x Œ ̋. 
Îòâåò: à) x

1
 ? 2, x

2
 ? 0,5; á) x

1,2
 ? 3; 

â) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò. 



40

X 2. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Åñëè â êâàäðàòíîì óðàâíåíèè ax2 + bx + c ? 0  
b — ÷åòíîå, ò. å. b ? 2k, óðàâíåíèå èìååò âèä 
ax2 + 2k © x + c ? 0, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ  

ôîðìóëîé:

x
k k ac

a
1 2

2

, ,=
− ± −

 ãäå D ? k2 – ac. 

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 – 6x + 9 ? 0 ðåøèòü 
òàê: x1 2 3 9 9 3, .= ± − =

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 4x2 + 4x – 15 ? 0. 

Ðåøåíèå: x1 2

2 4 4 15

4

2 64

4

2 8

4, ;=
− ± + ⋅

=
− ±

=
− ±

 

x1

2 8

4

10

4
2 5=

− −
= − = − , ;  x2

2 8

4

6

4
1 5=

− +
= = , .

Îòâåò: x
1
 ? –2,5; x

2
 ? 1,5.

2.1.2. Рациональные уравнения

Ðàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå âèäà f(x) ? 0, ãäå f(x) — ðà-
öèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ÷àñòíîå 
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ: 

f x
P x

Q x

a x a x a

b x b x b

n

m

n n

n

m m

m

( )
( )

( )

...

...
.= =

+ + +
+ + +

−

−
0 1

1

0 1
1

Ïðè ðåøåíèè ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ), 

ò. å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x)

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
( ) ( )

( ) ( )
.

x x

x x

− ⋅ −
− ⋅ +

=
1 2

1 3
0

2

2

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x ” 1; x ” –3.
Äðîáü îáðàùàåòñÿ â 0, åñëè ÷èñëèòåëü îáðàùàåòñÿ 
â 0: (x – 1)2 © (x – 2) ? 0. 
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Ïîñêîëüêó x ? 1 íå âõîäèò â ÎÄÇ, îêîí÷àòåëüíî 
ïîëó÷àåì îäèí êîðåíü: x ? 2. 
Îòâåò: 2.

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
2 3

4 4

1

2

5
2 2

x

x x

x

x x x

+
− +

−
−
−

= .

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x ” 0, x ” 2. 
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå: 

2 3

2

1

2

5
2

x

x

x

x x x

+
−

−
−
−

=
( ) ( )

.

Ïðèâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ê îáùåìó çíàìå-
íàòåëþ: 

( )

( )

( )( )

( )

( )

( )
;

2 3

2

1 2

2

5 2

22 2

2

2

x x

x x

x x

x x

x

x x

+ ⋅
⋅ −

−
− −
⋅ −

=
⋅ −
⋅ −

 

2x2 + 3x – x2 + 3x – 2 ? 5x2 – 20x + 20; 

0 ? 4x2 – 26x + 22; 2x2 – 13x + 11 ? 0; 

x1 2

13 169 4 2 11

4

13 169 88

4

13 81

4, ;=
± − ⋅ ⋅

=
± −

=
±  

x1

13 9

4

22

4

11

2
5 5=

+
= = = , ;  x2

13 9

4
1=

−
= .

Îòâåò: x
1
 ? 5,5; x

2
 ? 1.

2.1.3. Иррациональные уравнения

Èððàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ 
óðàâíåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííóþ (èëè ðàöèîíàëüíîå âûðà-
æåíèå îò ïåðåìåííîé) ïîä çíàêîì 
êîðíÿ. 

Ïðè íàëè÷èè êîðíåé ÷åòíîé ñòåïåíè íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé 
(ÎÄÇ). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîðîííèõ êîðíåé äå-
ëàåòñÿ ïðîâåðêà ðåøåíèé. 
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Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ 
óðàâíåíèé.

1. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè. 

Пример. Ðåøèòü óðàâíåíèå: ( ) .x x2 3 5 1 0− ⋅ − =

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: 5x – 1 ‡ 0 ± x ≥
1

5
.  

x

x

2 3 0

5 1 0

− =
− =




 ⇒

; x

x

= ±

=









3

1

5

;

.
x = − 3  íå âõîäèò â ÎÄÇ. 

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: 

x1 3= ;  x2

1

5
= .

Îòâåò: x1 3= ;  x2

1

5
= .

2. Çàìåíà ïåðåìåííîé. 

Пример. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

x x x x2 24 1 4 20 7+ − + + + = .

Ðåøåíèå: ïóñòü t ? x2 + 4x – 1. Òîãäà: t t+ + =21 7; 
ÎÄÇ: t @ 0, t @ –21 µ t @ 0. 

t t+( ) = −( )21 7
2 2

;  t t t+ = − +21 49 14 ;  

14 28 0t − = ;  t = 2;  t ? 4. 
x2 + 4x – 1 ? 4; x2 + 4x – 5 ? 0; x

1
 ? 1; x

2
 ? –5. 

Ïðîâåðêà: 1 4 1 1 1 4 1 20 2 5 72 2+ ⋅ − + + ⋅ + = + = ;

( ) ( ) ( ) ( ) .− + ⋅ − − + − + ⋅ − + = + =5 4 5 1 5 4 5 20 2 5 72 2

Îòâåò: x
1
 ? 1; x

2
 ? –5.

3. Èçîëÿöèÿ êîðíÿ. 
Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí â ïðåäûäóùåì ïðè-

ìåðå (â óðàâíåíèè t t+ + =21 7  îäèí èç ðàäè-
êàëîâ ïåðåíåñåí â ëåâóþ ÷àñòü). 



43

2

X 2.1. Уравнения

2.1.4. Тригонометрические 
уравнения

Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå 
óðàâíåíèÿ 

sin x ? a cos x ? a 

tg x ? a ctg x ? a

Óðàâíåíèÿ sin x ? a; cos x ? a èìåþò ðåøåíèÿ 
òîëüêî ïðè |a| ~ 1:

sin x ? a x ? (–1)n © arcsin a + rn, n Œ Z 

cos x ? a x ? ‒arccos a + 2rn, n Œ Z

Óðàâíåíèÿ tg x ? a; ctg x ? a èìåþò ðåøåíèÿ 
ïðè ëþáîì a:

tg x ? a x ? arctg a + rn, n Œ Z

ctg x ? a x ? arcctg a + rn, n Œ Z

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: à) sin ;2
3

3

2
x +






 =

π
 

á) cos .
x

2 4
0−






 =

π

Ðåøåíèå: à) 2
3

1
3

2
x nn+ = − ⋅ + =

π
π( ) arcsin

= − ⋅ + ∈( ) , ;1
3

n n n
π

π Ζ  2
3

1
3

x n nn= − + − ⋅ + ∈
π π

π( ) , ;Ζ

x
n

nn= − − ⋅ + ∈(( ) ) , ;1 1
6 2

π π
Ζ

á) 
x

n n
2 4 2

− = + ∈
π π

π, ;Ζ  
x

n n
2 4 2

= + + ∈
π π

π , ;Ζ

x
n n

2

3

4
= + ∈

π
π , ;Ζ  x n n= + ∈

3

2
2

π
π, .Ζ  

Îòâåò: à) x
n

nn= − − ⋅ + ∈(( ) ) , ;1 1
6 2

π π
Ζ  

á) x n n= + ∈
3

2
2

π
π, .Ζ
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Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: ctg .2
3

1x −





 =

π

Ðåøåíèå:

2
3

1x n n− = + ∈
π

πarcctg , ;Ζ  2
3 4

x n n− = + ∈
π π

π , ;Ζ  

2
3 4

x n n= + + ∈
π π

π , ;Ζ  2
7

12
x n n= + ∈

π
π , ;Ζ  

x
n

n= + ∈
7

24 2

π π
, .Ζ  

Îòâåò: x
n

n= + ∈
7

24 2

π π
, .Ζ

Ñâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
ê ïðîñòåéøèì

1. Çàìåíà ïåðåìåííîé.

Пример. Ðåøèòü óðàâíåíèå: cos 2x + 2 sin2 2x – 1 ? 0. 
Ðåøåíèå: îáîçíà÷èì t ? cos 2x. 
sin2 2x ? 1 – t2; t + 2(1 – t2) – 1 ? 0; 

2t2 – t – 1 ? 0; t
1
 ? 1; t2

1

2
= − .

cos 2x ? 1; 2x ? 2nr, n Œ Z; x ? nr, n Œ Z; 

cos ;2
1

2
x = −  2

2

3
2x k k= ± + ∈

π
π, ;Ζ  x k k= ± + ∈

π
π

3
, .Ζ

Îòâåò: x
1
 ? nr, n Œ Z; x k k2 3

= ± + ∈
π

π, .Ζ

2. Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà.

a x b x a b xsin cos sin( ),+ = + ⋅ +2 2 ϕ

ãäå cos ;ϕ =
+

a

a b2 2
 sin .ϕ =

+

b

a b2 2

Пример. Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin x + cos x ? 1. 
Ðåøåíèå: â äàííîì ñëó÷àå a ? 1; b ? 1. 

cos ;ϕ =
1

2
 sin ;ϕ =

1

2
 ϕ

π
=

4
.
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2
4

1⋅ +





 =sin ;x

π
 sin ;x +






 =

π
4

2

2
 

x n nn+ = − ⋅ + ∈
π π

π
4

1
4

( ) , ;Ζ  

x n nn= − + − ⋅ + ∈
π π

π
4

1
4

( ) , Ζ

ïðè n — ÷åòíîì, ò. å. n ? 2k, k Œ Z èìååì 

x k k k= − + + = ∈
π π

π π
4 4

2 2 , ;Ζ

ïðè n — íå÷åòíîì, ò. å. n ? 2k + 1 èìååì êîðíè 
óðàâíåíèÿ 

x k k k= − − + + = − + + ∈
π π

π
π

π
4 4

2 1
2

2 1( ) ( ) , .Ζ

Îòâåò: 2rk, k Œ Z; − + + ∈
π

π
2

2 1( ) , .k k Ζ

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû (ðàçíîñòè) òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå è íà-
îáîðîò.

Пример. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: à) cos cos sin ;3 2
2

x x
x

− =  
á) sin 2x sin 5x ? sin 3x sin 4x. 

Ðåøåíèå: à) cos cos sin sin ;α β
α β β α

− =
+ −

2
2 2

 

− =2
5

2 2 2
sin sin sin ;

x x x
 1 2

5

2 2
0+






 ⋅ =sin sin .

x x
 

sin ;
5

2

1

2

x
= −  

5

2
1

6
1x

nn= − ⋅ ++( ) ;
π

π  

x
n

nn= − ⋅ + ∈+( ) , .1
15

2

5
1 π π

Ζ  sin ;
x

2
0=  

x
k k

2
= ∈π, ;Ζ  

x k k= ∈2 π, .Ζ

Îòâåò: x
n

nn

1
11

15

2

5
= − ⋅ + ∈+( ) , ;

π π
Ζ  x k k2 2= ∈π, .Ζ



46

X 2. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

á) Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå: 

sin sin (cos( ) cos( ));α β α β α β⋅ = ⋅ − − +
1

2
1

2
2 5 2 5

1

2
3 7(cos( ) cos( )) (cos cos ).x x x x x x− − + = −

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå: 

sin sin (cos( ) cos( )

(cos cos ).

3 4
1

2
3 4 3 4

1

2
7

x x x x x x

x x

= − − + =

= −

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå â âèäå: 
cos 3x – cos 7x ? cos x – cos 7x; èëè: cos x – cos 3x ? 0. 
Èñïîëüçóåì ôîðìóëó: 

cos cos sin sin ;α β
α β β α

− =
+ −

2
2 2

 –2sin x  sin 2x ? 0; 

sin x sin 2x ? 0. 
sin x ? 0; x ? nr, n Œ Z; sin 2x ? 0; x

k
k= ∈

π
2

, .Ζ

Çàìåòèì, ÷òî nr ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
2

2

kπ
.

Îòâåò: 
πk

k
2
, .∈Ζ

4. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè 
è äâîéíîãî àðãóìåíòà.

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 

sin sin sin .2 2 22 3
3

2
x x x+ + =

Ðåøåíèå: ïðèìåíèì ôîðìóëó: sin
cos

;2 1 2

2
α

α
=

−
 

1 2

2

1 4

2

1 6

2

3

2

−
+

−
+

−
=

cos cos cos
;

x x x

3

2
2 4 6

3

2
− + + =(cos cos cos ) ;x x x
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cos 2x + cos 4x + cos 6x ? 0; 
(cos 2x + cos 6x) + cos 4x ? 0.
Èñïîëüçóåì ôîðìóëó:

cos cos cos cos ;α β
α β β α

+ =
+ −

2
2 2

 

2 cos 4x cos 2x + cos 4x ? 0; 
cos 4x © (2 cos 2x + 1) ? 0; cos 4x ? 0; 4

2
x n n= + ∈

π
π, ;Ζ  

x
n

n= + ∈
π π
8 4

, ;Ζ  cos ;2
1

2
x = −  2

2

3
2x k k= ± + ∈

π
π, ;Ζ

x k k= ± + ∈
π

π
3

, .Ζ  

Îòâåò: x
n

n1 8 4
= + ∈

π π
, ;Ζ  x k k2 3

= ± + ∈
π

π, .Ζ

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin cos .4 4 1

2
x x+ =

Ðåøåíèå:
sin4 x + cos4 x ? (sin2 x + cos2 x)2 – 2 sin2 x cos2 x.
Òàê êàê sin2 c + cos2 c ? 1 è sin 2c ? 2 sin c cos c, 
òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèìåò âèä: 

sin cos sin ;4 4 21
1

2
2x x x+ = −  1

1

2
2

1

2
2− =sin ;x  

sin2 2x ? 1; sin 2x ? ‒1; 2
2

2x n n= ± + ∈
π

π , ;Ζ  

x n n= ± + ∈
π

π
4

, .Ζ

Îòâåò: x n n= ± + ∈
π

π
4

, .Ζ

5. Îäíîðîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin x – cos x ? 0.
Ðåøåíèå: ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà cos x ” 0, 

èìååì: 
sin

cos

cos

cos
;

x

x

x

x
− = 0  tg x – 1 ? 0; tg x ? 1;
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x k k= + ∈
π

π
4

, .Ζ  

Îòâåò: 
π

π
4

+ ∈k k, .Ζ

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
2 sin2 x – sin x © cos x – 3 cos2 x ? 0. 
Ðåøåíèå: ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 

cos2 x ” 0, èìååì: 2 3
0

2

2 2

2

2

sin

cos

sin cos

cos

cos

cos
.

x

x

x x

x

x

x
− − =  

2 tg2 x – tg x – 3 ? 0. 
Ïðèìåì tg x ? y; 

2y2 – y – 3 ? 0; y1 2

1 1 24

4

1 5

4, ;=
± +

=
±

 

y1

1 5

4
1=

−
= − ;  tg x ? –1; x n n= − + ∈

π
π

4
, ;Ζ

y2

1 5

4

6

4

3

2
=

+
= = ;  tg ;x =

3

2
 x k k= + ∈arctg , .

3

2
π Ζ

Îòâåò: n n− + ∈
π

π
4

, ;Ζ k k+ ∈arctg , .
3

2
π Ζ  

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè îäíîðîäíûõ óðàâ-
íåíèé íå âñåãäà ìîæíî äåëèòü íà cosn x. 

Íàïðèìåð, åñëè â óðàâíåíèè 
a cos2 x + b sin x cos x ? 0 

ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà cos2 x, òî ìîæíî ïîòåðÿòü 

ìíîæåñòâî ðåøåíèé x k= +
π

π
2

.  Äåëî â òîì, ÷òî â 

ýòîì óðàâíåíèè cos x ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, 
ïîýòîìó äàííîå óðàâíåíèå íàäî ðåøàòü ðàç-
ëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè: cos2 x(a + b tg x) ? 0; 

cos ;

tg ,

2 0

0

x

a b x

=
+ =




  

cos ;

tg

2 0x

x
a

b

=

= −








 è ò. ä. 
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2.1.5. Показательные уравнения

Ïðîñòåéøèì ïîêàçàòåëüíûì óðàâ-
íåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà 

ax ? b (a @ 0; a ” 1; b @ 0). 

Ðåøåíèå: x ? log
a
 b; ax ? 1 ± x ? 0. 

Áîëåå ñëîæíûå ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ ñâî-
äÿòñÿ ê ïðîñòåéøèì. 

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ 
óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ:

à) ìåòîä óðàâíèâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé;
á) ìåòîä ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2
1

2

2 1

x

x

= 







−

.  

Ðåøåíèå: 2x ? 21–2x; x ? 1 – 2x; x =
1

3
.  

Îòâåò: 
1

3
.

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 4x + 4x+2 ? 136. 
Ðåøåíèå: 4x + 42 © 4x ? 136; 17 © 4x ? 136; 4x ? 8;  

22x ? 23; 2x ? 3; x =
3

2
.

Îòâåò: 1,5. 
Пример 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 9x – 10 © 3x + 9 ? 0. 
Ðåøåíèå: îáîçíà÷èì t ? 3x. 
t2 – 10t + 9 ? 0; t

1
 ? 1; t

2
 ? 9. 

3x ? 1; x ? 0; 3x ? 9; x ? 2. 
Îòâåò: x

1
 ? 0; x

2
 ? 2. 

Пример 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3 © 4x + 2 © 32x ? 5 © 6x. 
Ðåøåíèå: 3 © 22x + 2 © 32x ? 5 © 2x © 3x. Ðàçäåëèì îáå ÷àñ-

òè óðàâíåíèÿ íà 2x © 3x, èìååì 3
2

3
2

3

2
5⋅ 


 + ⋅


 =

x x

.  
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Ïóñòü 
2

3







 =

x

y,  à 
3

2

1





 =

x

y
;  3

2
5y

y
+ = ;

3y2 – 5y + 2 ? 0; y1 2

5 25 24

6

5 1

6, ;=
± −

=
±

 

y1

5 1

6

4

6

2

3
=

−
= = ;  

2

3

2

3







 =

x

;  x ? 1; 

y2

5 1

6

6

6
1=

+
= = ;  

2

3
1







 =

x

;  x ? 0. 

Îòâåò: 1; 0. 

2.1.6. Логарифмические 
уравнения

Ïðîñòåéøèì ëîãàðèôìè÷åñêèì 
óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå 
âèäà

log
a
 x ? b (a @ 0; a ” 1). 

Ðåøåíèå: x ? ab.
Áîëåå ñëîæíûå ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 

ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòåéøèì. 

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log
3
(9x – 6) ? x. 

Ðåøåíèå: 9x – 6 ? 3x. Îáîçíà÷èì: t ? 3x. 
t2 – 6 ? t; t2 – t – 6 ? 0; t

1
 ? –2; t

2
 ? 3. 

Óðàâíåíèå 3x ? –2 íå èìååò ðåøåíèé, ò. ê. 3x @ 0; 
3x ? 3; x ? 1. 
Îòâåò: 1.
Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
log

2
(x + 1) + log

2
(x + 7) ? 4. 

Ðåøåíèå: èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ëîãàðèôìîâ: 
log

a
 b + log

a
 c ? log

a
(bc). 

ÎÄÇ: x @ –1. log
2
((x + 1)(x + 7)) ? 4; x @ –1; 

log
2
(x2 + 8x + 7) ? 4; x2 + 8x + 7 ? 16; 

x2 + 8x – 9 ? 0; x1 2 4 16 9 4 5
,

;= − ± + = − ±  
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x
1
 ? –9 — íå óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÇ; x

2
 ? 1. 

Îòâåò: 1.

Пример 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 1 + log
3
 x ? log

x
 9. 

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x @ 0; x ” 1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó: 

log
log

log
.

a

b

b

c
c

a
=  log

log

log log
.

x
x x

9
9 23

3 3

= =  

Îáîçíà÷èì t ? log
3
 x. 1

2
+ =t

t
;  t2 + t – 2 ? 0; 

t
1
 ? 1; t

2
 ? –2. 

log
3
 x ? 1; x ? 3; log

3
 x ? –2; x =

1

9
.  

Îòâåò: 
1

9
;  3.

Пример 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå: x
xlog .2 16=

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x @ 0. log
a
(bc) ? c © log

a
 b. 

Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî îñíî-
âàíèþ 2: log

2
 x © log

2
 x ? log

2
 16; log

2
 x ? ‒4; 

x
1
 ? 16; x2

1

16
= .  

Îòâåò: x
1
 ? 16; x2

1

16
= .

2.1.7. Равносильность уравнений, 
систем уравнений

Ðàâíîñèëüíûìè íàçûâàþòñÿ 
óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû), ìíîæåñòâà 
ðåøåíèé êîòîðûõ ñîâïàäàþò. 

Ïèøóò: f
1
(x) ? g

1
(x) ± f

2
(x) ? g

2
(x). 

Íàïðèìåð: x2 ? x + 2 ± x2 – x – 2 ? 0; 
2x2 – 2x ? 4 ± x2 – x ? 2. 
Óðàâíåíèÿ x x x+ = − +1  è x ? –1 íåðàâíî-

ñèëüíû (ó ïåðâîãî êîðíåé íåò, ó âòîðîãî — x ? –1). 

Ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ±
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2.1.8. Простейшие системы 
уравнений с двумя неизвестными

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïå-
ðåìåííûìè îáîçíà÷àþò ôèãóðíû-
ìè ñêîáêàìè è îáû÷íî çàïèñûâàþò 
â âèäå:

f x y g x y

f x y g x y

1 1

2 2

( ; ) ( ; );

( ; ) ( ; ).

=

=




Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà èìååò âèä: 
a x b y c

a x b y c

1 1 1

2 2 2

+ =

+ =




;

2.1.9. Основные приемы решения 
систем уравнений: подстановка, 
алгебраическое сложение, 
введение новых переменных

1. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Èç îäíî-
ãî óðàâíåíèÿ âûðàæàþò îäíó ïåðå-
ìåííóþ ÷åðåç äðóãóþ è ïîäñòàâëÿþò â äðóãîå 
óðàâíåíèå. 

2. Ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Â ýòîì 
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ óìíîæàþò íà ÷èñëà (âûðàæå-
íèÿ), îòëè÷íûå îò 0, òàê, ÷òîáû ïðè ñëîæåíèè 
ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå 
ñ îäíîé ïåðåìåííîé. 

Пример. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâóìÿ ñïîñî-

áàìè: 
2 3 12

5 7 1

x y

x y

+ =
− =





;

.
Ðåøåíèå:
I  ñ ï î ñ î á  (ìåòîä ïîäñòàíîâêè). 
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: 
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y
x

=
−12 2

3
;  5

7 12 2

3
1x

x
−

⋅ −
=

( )
;  

29 84

3
1

x −
= ;  

29x – 84 ? 3; 29x ? 87; x ? 3. y =
− ⋅

=
12 2 3

3
2.  

Îòâåò: (3; 2).
II  ñ ï î ñ î á  (ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ). 
Óìíîæàåì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 5, à âòîðîå — íà 
–2 è ñëîæèì: 

+
+ =

− + = −




=

10 15 60

10 14 2

29 58

x y

x y

y

;

,

;

 y ? 2; 2x + 3 © 2 ? 12; 2x ? 6; x ? 3.

Îòâåò: (3; 2).

3. Ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Пример. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

− =

+ =







16

8

;

.
 

Ðåøåíèå: îáîçíà÷èì u x= ;  v y= .  

u v

u v

2 2 16

8

− =
+ =





,

;
 

( )( ) ,

;

u v u v

u v

− + =
+ =





16

8
 

8 16

8

( ) ,

;

u v

u v

− =
+ =





 

+
− =
+ =





=

u v

u v

u

2

8

2 10

;

,

;

 u ? 5; v ? 3. x ? 25; y ? 9.

Îòâåò: (25; 9).

2.1.10. Использование свойств 
и графиков функций при решении 
уравнений

Пример 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 
cos x + 2 cos 4x ? 3. 
Ðåøåíèå: èñïîëüçóåì ñâîéñòâî: 
cos x ~ 1; 2 cos 4x ~ 2. 
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Ïîýòîìó cos x + 2 cos 4x ? 3 âîçìîæíî ëèøü â ñëó-

÷àå: 
cos ,

cos ;

x

x

=
=





1

4 1
 

x n n

x
k

k

= ∈

= ∈







2

2

π
π

, ,

, .

Ζ

Ζ

×èñëî 2nr ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
4

2

nπ
.  

x n n= ∈2 π, .Ζ
Îòâåò: x n n= ∈2 π, .Ζ

Пример 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: x3 + x – 2 ? 0. 
Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ? x3 + x – 2 
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé îñè è ïîòîìó îáðà-
ùàåòñÿ â 0 íå áîëåå îäíîãî ðàçà. 
Ïðè ýòîì f(1) ? 13 + 1 – 2 ? 0. 
Çíà÷èò, x ? 1 — åäèíñòâåííûé êîðåíü. 
Îòâåò: x ? 1.

Пример 3. Ðåøèòü óðàâ-
íåíèå: log

2
 x ? 3 – 3x. 

Ðåøåíèå: ñòðîèì ãðàôè-
êè y ? log

2
 x; y  ?   3  –  3x. 

Îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå A(1; 0). 
Çíà÷èò, x ? 1 — åäèí-
ñòâåííûé êîðåíü. 
Îòâåò: x ? 1. 

2.1.11. Изображение на координатной 
плоскости множества решений уравнений 
с двумя переменными и их систем

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íóæíî 
ïîñòðîèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ãðàôèêè 
îáîèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû è íàéòè êîîðäèíàòû 
èõ îáùèõ òî÷åê. 

1

A

3

0

AA

y ? log2x

y ? 3 – 3x

x

y

Ðèñ. 2.1 
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Пример. Ðåøèòü ãðàôè-
÷åñêè ñèñòåìó: 

x y

xy

2 2 25

12

+ =
=





;

.

Ðåøåíèå: ïîñòðîèì ãðà-
ôèê óðàâíåíèÿ 
x2 + y2 ? 25 
(ýòî îêðóæíîñòü ðàäèó-
ñà 5 ñ öåíòðîì â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò) è ãðàôèê 
óðàâíåíèÿ xy ? 12 (ýòî 
ãèïåðáîëà). Îíè ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êàõ (3; 4), 
(4; 3), (–3; –4), (–4; –3). 

2.1.12. Применение математических методов 
для решения содержательных задач 
из различных областей науки и практики. 
Интерпретация результата, учет реальных 
ограничений

Ïðè ðåøåíèè òåêñòîâîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ñî-
ñòàâèòü åå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ò. å. çàïèñàòü 
óñëîâèå çàäà÷è â âèäå óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû  
óðàâíåíèé è ó÷åñòü ðåàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (íà-
ïðèìåð, ñêîðîñòü, âðåìÿ è ò. ä. íå ìîãóò áûòü 
îòðèöàòåëüíûìè). 

Пример. Ïîåçä ïðîøåë 400 êì. Ïðîéäÿ ïîëîâèíó 
ïóòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, îí áûë çàäåðæàí 
íà ñåìàôîðå íà 30 ìèí, ïîñëå ÷åãî óâåëè÷èë ñêî-
ðîñòü íà 20 êì/÷ è ïðèáûë íà êîíå÷íóþ ñòàíöèþ 

x

yy

3

3

–3

–3

–4

–4

4

4

0

Ðèñ. 2.2
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÷åðåç 5 ÷ ïîñëå îòïðàâëåíèÿ. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ 
ïîåçä ïðîøåë âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè? 
Ðåøåíèå: ïóñòü âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè ïîåçä 
åõàë ñî ñêîðîñòüþ x êì/÷. Òîãäà ïåðâóþ ïîëî-
âèíó ïóòè îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ (x – 20) êì/÷. 
Ïîýòîìó ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè (200 êì) ïîåçä 

ïðîøåë çà 
200

20x −
 ÷, à âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè — 

çà 
200

x
 ÷. Ó÷èòûâàÿ 

1

2
 ÷ çàäåðæêè, ïîëó÷àåì:  

200

20

1

2

200
5

x x−
+ + = ;  

200

20

200 9

2
0

x x−
+ − = ;

400 400 2 9 20

2 20
0

x x x x

x x

+ − − −
−

=
( ) ( )

( )
;  

9x2 – 980x + 8000 ? 0 (x ” 0, x ” 20); 

x
1
 ? 100; x2 8

8

9
= .  

Ó÷òåì ðåàëüíîå îãðàíè÷åíèå x @ 20 (ïåðâóþ ïîëî-
âèíó ïóòè ïîåçä øåë ñî ñêîðîñòüþ (x – 20) êì/÷, 
ò. å. x – 20 @ 0). Çíà÷èò, x ? 100. 
Îòâåò: 100 êì/÷.

2.2. Неравенства

2.2.1. Квадратные неравенства

Êâàäðàòíûì íåðàâåíñòâîì íà-
çûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà 

ax2 + bx + c @ 0 
(âìåñòî çíàêà «@» ìîãóò áûòü çíà-
êè «‡», «>», «~»), ãäå a ” 0. 

Ïóñòü x
1
, x

2
 — êîðíè óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c ? 0,  

ñóùåñòâóþùèå, åñëè D ? b2 – 4ac ‡ 0. 
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Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ax2 + bx + c @ 0
a @ 0, D @ 0 x Œ (–¢; x

1
) ̌ (x

2
; +¢)

a @ 0, D ? 0 x
b

a

b

a
∈ −∞ −



 ∪ − + ∞



; ;

2 2

a @ 0, D > 0 x Œ (–¢; +¢)

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ax2 + bx + c ‡ 0
a @ 0, D @ 0 x Œ (–¢; x

2
] ̌ [x

2
; +¢)

a @ 0, D ~ 0 x Œ (–¢; +¢)

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ax2 + bx + c > 0
a @ 0, D @ 0 x Œ (x

1
; x

2
)

a @ 0, D ~ 0 Îòâåòîâ íåò

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ax2 + bx + c ~ 0
a @ 0, D @ 0 x Œ [x

1
; x

2
]

a @ 0, D ? 0 x
b

a
= −

2

a @ 0, D > 0 Îòâåòîâ íåò

Åñëè a > 0, òî óìíîæåíèåì íåðàâåíñòâà íà –1 
ñâîäèì åãî ê ñëó÷àþ a @ 0

Пример. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà: 
à) x2 + 4x + 3 ~ 0; á) –x2 + 4x – 5 > 0. 
Ðåøåíèå: à) x2 + 4x + 3 ? 0; x

1
 ? –3; x

2
 ? –1; 

a @ 0, D @ 0, x Œ [–3; –1]. 
á) x2 – 4x + 5 @ 0; D ? 42 – 4 © 5 ? –4 > 0; x Œ (–¢; +¢).
Îòâåò: à) x Œ [–3; –1]; á) x Œ (–¢; +¢).



58

X 2. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

2.2.2. Рациональные неравенства

Ðàöèîíàëüíûì íåðàâåíñòâîì 
íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà

P x

Q x

( )

( )
,> 0

ãäå P(x), Q(x) — ìíîãî÷ëåíû (âìåñòî çíàêà «@» 
ìîæåò áûòü çíàê «‡», «>», «~»). 
Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ

1. Ìåòîä èíòåðâàëîâ. 
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî 
( ) ... ( )

( ) ... ( )
( ; ; ),

x a x a

x b x b

n

m

− ⋅ ⋅ −
− ⋅ ⋅ −

> ≥ < ≤1

1

0 0 0 0

ãäå ÷èñëà a
1
, …, a

n
, b

1
, …, b

m
 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. 

Íàíåñåì íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü òî÷êè a
1
, …, 

a
n
, b

1
, …, b

m
. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò îñü íà èíòåð-

âàëû. Íà êàæäîì èíòåðâàëå ëåâàÿ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâà ñîõðàíÿåò çíàê. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ 
íåðàâåíñòâà íóæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå âñåõ èí-
òåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ëåâàÿ ÷àñòü èìååò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé çíàê. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü 
çíàê â îäíîé òî÷êå îäíîãî èíòåðâàëà è ó÷åñòü, 
÷òî íà ñîñåäíèõ çíàêàõ çíàêè ïðîòèâîïîëîæíû. 

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà âèäà  
(x – a

1
) © … © (x – a

n
) @ 0 (‡ 0, > 0, ~ 0), ãäå a

1
, …, 

a
n
 ïîïàðíî ðàçëè÷íû (íà îñü íàíîñÿòñÿ òî÷êè 

a
1
, …, a

n
). 

Пример 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
(x – 2) © (x – 1) © (9x + 3) > 0. 

Ðåøåíèå: íàíîñèì íà 
îñü òî÷êè x

1
 ? –3, x

2
 ? 1, 

x
3
 ? 2. 

Ïðè x ? 0: (x – 2) © (x – 1) © (9x + 3) @ 0. 

–3
– –+ +

1 2
+

Ðèñ. 2.3



59

2

X 2.2. Неравенства

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàññòàâëÿåì çíàêè. 
Îòâåò: (–¢; –3) ̌ (1; 2). 

Пример 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 
( )( )

( )( )
.

x x

x x

+ −
− +

≤
1 4

2 3
0

Ðåøåíèå: íàíîñèì íà îñü òî÷êè: x
1
 ? –3, x

2
 ? –1, 

x
3
 ? 2, x

4
 ? 4. 

Ïðè x ? 0: 
( )( )

( )( )
.

x x

x x

+ −
− +

>
1 4

2 3
0

Ñ ó÷åòîì ýòîãî è ÎÄÇ x ” –3, x ” 2, ðàññòàâëÿåì 
çíàêè. 
Îòâåò: (–3; –1] ̌ (2; 4]. 

2. Îáîáùåííûé ìåòîä èíòåðâàëîâ.
Åñëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî 

( ) ... ( )

( ) ... ( )
( ; ; ),

x a x a

x b x b

n

k

n

m

p

m

k

p

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −
> ≥ < ≤1

1

1

1

0 0 0 0

ãäå a
1
, …, a

k
, b

1
, …, b

p
 ïîïàðíî ðàçëè÷íû; n

1
, …, n

k
, 

m
1
, …, m

p
 — ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 

òî ìåòîä èíòåðâàëîâ ïðèìåíÿåì ñî ñëåäóþùåé 
îãîâîðêîé: ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a

i
 (b

j
) ìåíÿ-

åì çíàê, åñëè ÷èñëî n
i
 (m

j
) íå÷åòíî, è ñîõðàíÿåì 

çíàê, åñëè ÷åòíî. 

Пример. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 

x x x

x x

2 3 4

5

3 1

2 4
0

( ) ( )

( ) ( )
.

− ⋅ +
− ⋅ −

≥  

Ðåøåíèå: ïðè ïåðåõîäå 
÷åðåç òî÷êè –1; 0 çíàê 
íå ìåíÿåòñÿ; ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç òî÷êè 2; 3; 4 
çíàê ìåíÿåòñÿ. 
Îòâåò: (2; 3] ̌ (4; +¢). 

–3 –1
+ –– + +

2 4
++

Ðèñ. 2.4

–1 0
– –– – ++

2 3 4
+ +

Ðèñ. 2.5
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2.2.3. Показательные неравенства

Ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî ñî-
äåðæèò ïåðåìåííóþ (èëè âûðà-
æåíèå ñ ïåðåìåííîé) â ïîêàçàòåëå 
ñòåïåíè. 
Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ax @ b (a ‡ 0, a ” 1)

b ~ 0 x Œ (–¢; +¢)

b @ 0 x @ log
a
 b ïðè a @ 1;

x > log
a
 b ïðè 0 > a > 1

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ äðóãèìè 
çíàêàìè. 

Пример 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà: à) 3
1

27
x > ;  á) 

1

2
8







 ≥

x

.  

Ðåøåíèå: à) x > log ;2

1

27
 x @ –3, (èëè 3x @ 3–3; 

x @ –3);
á) ≤x log ;1

2

8  x ~ –3, (èëè 2–x ‡ 23; –x ‡ 3; x ~ –3).

Îòâåò: à) (–3; +¢); á) (–¢; –3).

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ âèäà af(x) @ ag(x)

Ïðè a @ 1 f(x) @ g(x)
Ïðè a > 1 f(x) > g(x)

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ äðóãèìè 
çíàêàìè. 

Пример 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 3
1

3

2

− < 







x

x

.

Ðåøåíèå:

1

3

1

3

2







 < 








x x

;  x @ x2; 

x2 – x > 0; x(x–1) > 0. 
Îòâåò: (0; 1). 

0
+ – +

1
++

Ðèñ. 2.6
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2.2.4. Логарифмические 
неравенства

Ëîãàðèôìè÷åñêèìè íàçûâàþò 
íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ïå-
ðåìåííóþ ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà 
èëè â åãî îñíîâàíèè.

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà log
a
 x @ b (a @ 0; a ” 1)

Ïðè a @ 1 x @ ab

Ïðè a > 1 0 > x > ab

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ äðóãèìè 
çíàêàìè. 

Пример 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà: 
à) log

2
 x > 3; á) log .1

2

5x ≤ −  
Ðåøåíèå:
à) 0 > x > 23; 0 > x > 8. á) x ≥ 







−

1

2

5

;  x ‡ 25; x ‡ 32.
Îòâåò: à) (0; 8); á) [32; +¢). 

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ âèäà log
a
 f(x) @ log

a
 g(x)

Ïðè a @ 1 f(x) @ g(x) @ 0
Ïðè 0 > a > 1 0 > f(x) > g(x)

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ äðóãèìè 
çíàêàìè. 

Пример 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log
2
 x ‡ log

4
(x + 2). 

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x @ 0. 
log

2
 x ? log

4
(x2); 

log
4
(x2) ‡ log

4
(x + 2); 

x x

x

2 2

0

≥ +
>





;

;
 

x x

x

2 2 0

0

− − ≥
>





;

.

(x – 2)(x + 1) ‡ 0; x Œ [2; +¢).
Îòâåò: [2; +¢).

–1
+ – +

20
++

Ðèñ. 2.7
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Пример 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log
0,5

(2x + 3) @ 0. 
Ðåøåíèå: 0 > 2x + 3 > 1; –3 > 2x > –2; –1,5 > x > –1. 
Îòâåò: (–1,5; –1). 
Пример 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log log .3

2
33 2 0x x+ + <

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x @ 0. 
Ïóñòü log

3
 x ? t; 

t2 + 3t + 2 > 0; 
(t + 2)(t + 1) > 0; 
–2 > t > –1; 

–2 > log
3
 x > –1; 3–2 > x > 3–1; 

1

9

1

3
< <x .  

Îòâåò: 
1

9

1

3
; .







2.2.5. Системы линейных 
неравенств

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íå-
ðà âåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ðå-
øå íèé âñåõ íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ 
â ñèñòåìó.

Пример. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
2 3 5 7

4 3 2 5

< − <
− ≤ − ≤ +





x

x x

;

.
Ðåøåíèå: ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå:

3 5 2

3 5 7

3 4

3 2 5

x

x

x

x x

− >
− <

− ≥ −
− ≤ +










;

;

;

.

 

3 7 0

3 12 0

7 0

3 2 0

x

x

x

x

− >
− <

− ≥
− − ≤











;

;

;

;

 

x

x

x

x

>

<
≤

≥ −















7

3
4

7

2

3

;

;

;

.

 

x ∈ +∞



 ∩ −∞( )∩ −∞ ∩ − +∞





7

3
4 7

2

3
; ; ( ; ] ; ;  x ∈



2

1

3
4; .  

Îòâåò: 2
1

3
4; .







–2
+ – +

–1 t
++

Ðèñ. 2.8
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2.2.6. Системы неравенств с одной 
переменной

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ 
ñ îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå ðåøåíèé âñåõ íåðàâåíñòâ, 
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó.

Пример. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

1 1

3

2
1

2x x

x

x

≥

+
+

>










;

.Ðåøåíèå:

1 1
0

3

2
1 0

2x x

x

x

− ≥

+
+

− >










;

;

 

1
0

1

2
0

2

−
≥

+
>










x

x

x

;

;

 
x

x

∈ −∞ ∪
∈ − +∞





( ; ) ( ; ];

( ; );

0 0 1

2
 

x Œ (–2; 0) ̌ (0; 1]. 
Îòâåò: (–2; 0) ̌ (0; 1].

2.2.7. Равносильность неравенств, 
систем неравенств

Ðàâíîñèëüíûå íåðàâåíñòâà (ñè-
ñòåìû) — ýòî íåðàâåíñòâà (ñèñòå-
ìû), ìíîæåñòâà ðåøåíèé êîòîðûõ 
ñîâïàäàþò. 

Ðàâíîñèëüíîñòü íåðàâåíñòâ (ñèñòåì) îáîçíà÷àåòñÿ 
çíàêîì ±

Íàïðèìåð: 
x x

x

− ≤ −
+ >





⇔
1 2 3

2 3 2

;
 

− + ≤
+ >





⇔
x

x

2 0

2 1 0

;
 

⇔
− ≥
+ >





⇔
x

x

2 0

2 1 0

;
 

x

x
x

≥

> −






⇔ ≥

2

1

2

2

;

.



64

X 2. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

2.2.8. Использование свойств 
и графиков функций при решении 
неравенств

Пример 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 

≤2
2sin cos .x x

Ðåøåíèå:

sin ;sin2 0 2 1
2

x x≥ ⇒ ≥  cos x ~ 1; 

2 0
2 2sin cos sin ;x x x≤ ⇔ =  cos x ? 1.

cos x ? 1; x ? 2nr, n Œ Z. 
Îòâåò: x ? 2nr, n Œ Z. 

Пример 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: x3 + x ‡ 2. 
Ðåøåíèå: ôóíêöèÿ f(x) ? x3 + x ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàåò íà âñåé îñè, ïðè÷åì f(1) ? 2. 
Çíà÷èò, f(x) ‡ 2 ± x ‡ 1. 
Îòâåò: [1; +¢). 

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 
f(x) @ g(x) (âìåñòî çíàêà «@» ìîæåò áûòü çíàê 
«‡», «>», «~») ñëåäóåò íà îäíîé êîîðäèíàòíîé 
ïëîñêîñòè èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(x), 
g(x) è îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ 
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî. 

Пример 3. Ðåøèòü íåðà-
âåíñòâî: 2|x| > x2. 
Ðåøåíèå: ïîñòðîèì ãðà-
ôèêè y ? 2|x|, y ? x2. 
Ãðàôèê y ? 2|x| ëåæèò 
íèæå ãðàôèêà y ? x2  
ïðè –4 > x > –2 è ïðè 
2 > x > 4. 
Îòâåò: (–4; –2) ̌  (2; 4). 

2 4–4 –2 0 x

y

Ðèñ. 2.6
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Пример 4. Ðåøèòü íåðà-

âåíñòâî: sin .x ≥
1

2
 

Ðåøåíèå: ïîñòðîèì ãðà-

ôèêè y ? sin x, y =
1

2
.  

x n n n∈ + +





∈
π

π
π

π
6

2
5

6
2; , .Ζ  

Îòâåò: π
π

π
π

6
2

5

6
2+ ≤ ≤ + ∈n x n n, .Ζ  

2.2.9. Метод интервалов

Ìåòîä èíòåðâàëîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ âèäà 
f(x) @ (‡; >; ~) 0, ãäå f(x) — ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ. 

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ìåòî-
äîì èíòåðâàëîâ ñëåäóåò îòìåòèòü íà ÎÄÇ òî÷-
êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) îáðàùàåòñÿ â 0. Îíè 
ðàçáèâàþò ÎÄÇ íà èíòåðâàëû, íà êàæäîì èç êî-
òîðûõ ôóíêöèÿ f(x) ñîõðàíÿåò çíàê. Âûáðàâ íà 
êàæäîì èíòåðâàëå îäíó òî÷êó, îïðåäåëÿåì çíàê 
f(x) íà êàæäîì èíòåðâàëå è áåðåì îáúåäèíåíèå 
èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóæíîìó çíàêó. 

Пример. Ðåøèòü íåðà-
âåíñòâî: 
sin x ~ sin 2x. 
Ðåøåíèå:
sin x – sin 2x ~ 0; 
sin x – 2 sin x cos x ~ 0; 
sin x © (1 – 2 cos x) ~ 0. 

1/2

r
6

5r
6

x

y

0

Ðèñ. 2.7

0 2rr
–– + +

r
3

5r
3

Ðèñ. 2.8
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Ôóíêöèÿ f(x) ? sin x – sin 2x — ïåðèîäè÷åñêàÿ 
ñ ïåðèîäîì 2r. Íàéäåì âñå åå êîðíè íà ïðîìåæóò-

êå [0; 2r): 
sin ;

cos

x

x

=
− =




 ⇔

0

1 2 0
 

sin ;

cos

x

x

=
− =




 ⇔

0

1 2 0
 

x1 0= ;  x2 3
=

π
;  x3 = π;  x4

5

3
=

π
.  x∈




∪ 





0
3

5

3
; ; .
π

π
π

 

Ïðèáàâëÿåì ïåðèîä 2rn, n Œ Z:

x n n n n n∈ +




∪ + +





∈2
3

2 2
5

3
2π

π
π π π

π
π; ; , .Ζ

Îòâåò: x n n n n n∈ +




∪ + +





∈2
3

2 2
5

3
2π

π
π π π

π
π; ; , .Ζ

2.2.10. Изображение 
на координатной плоскости 
множества решений неравенств 
с двумя переменными и их систем

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ ñ äâóìÿ ïå-
ðåìåííûìè ñëåäóåò íà îäíîé êîîðäèíàòíîé 
ïëîñêîñòè èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé 
êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû è âçÿòü èõ ïå-
ðåñå÷åíèå. 

Пример 1. Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 

ðåøåíèå ñèñòåìû: 
x y

x y

2 2 1

1

+ ≤
+ ≥





;

.
Ðåøåíèå: èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 
ãðàôèêè óðàâíåíèé x2 + y2 ? 1 (åäèíè÷íàÿ îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò) è x + y ? 1 
(ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (0; 1) è (1; 0)). 
Êàæäûé èç ýòèõ ãðàôèêîâ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà 
äâå ÷àñòè.
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Íåðàâåíñòâó x2 + y2 ? 1 
ñîîòâåòñòâóåò êðóã, îã-
ðàíè÷åííûé îêðóæíî-
ñòüþ x2 + y2 ? 1 (òî÷êà 
(0; 0) óäîâëåòâîðÿåò íå-
ðàâåíñòâó). 
Íåðàâåíñòâó x + y ‡ 1 
ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòü ïëî-
ñ êîñòè íàä ïðÿìîé 
x + y ? 1 (òî÷êà (0; 0) íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó). 
Ðåøåíèå ñèñòåìû (ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ðåøå-
íèé íåðàâåíñòâ) çàêðàøåíî íà ðèñ. 2.9.

Пример 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: |2x – y| – x > 3. 
Ðåøåíèå:

|2x – y| > 3 + x; 
2 3

2 3

x y x

x y x

− < +
− > − −





;

;
 

y x

y x

> −
< +





3

3 3

;

;
 

x y x

x x

− < < +
− < +





3 3 1

3 3 1

( );

( );
 

x y x

x

− < < +
> −





3 3 1

3

( );

.

Ãåîìåòðè÷åñêèì ðåøå -
íè åì äàííîé ñèñòå ìû 
íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ 
ìíî æåñòâî òî÷åê, ðàñ-
ïî ëî æåííûõ âíóòðè 
óãëà ABC:

x

x y x

> −
− < < +





3

3 3 1

;

( ) ( ).

Îòâåò: (–3; +¢); x – 3 > y > 3(x + 1). 

–3

3

–1

3

0

B

AAAAAA

C

x

y

Ðèñ. 2.10

x

y 1

100

Ðèñ. 2.9
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3.1. Определение и график функции

3.1.1. Функция, область 
определения функции

Âåëè÷èíà y íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé âåëè÷èíû x, åñëè êàæäîìó 
çíà÷åíèþ x èç íåêîòîðîãî ÷èñëîâî-
ãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû y. 

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè — ìíîæåñòâî 
çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé õ, ïðè êîòî-
ðûõ ôóíêöèÿ èìååò ñìûñë.

Âåëè÷èíà x íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì: y ? f(x). 
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y ? f(x) îáîçíà÷àþò 

D(f) èëè D(y)

Пример 1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:

à) y x= −3 2;  á) y
x

x
=

+
−

3

12
.

Ðåøåíèå: à) 3x – 2 ‡ 0; x ≥
2

3
.  D y( ) ; .= +∞





2

3
 

á) 
x

x

+ ≥

− ≠





3 0

1 02

;

;
 x ‡ –3; x ” ‒1. 

D(y) ? [–3; –1) ̌ (–1; 1) ̌ (1; +¢). 

Îòâåò: à) 
2

3
; ;+∞





 á) [–3; –1) ̌ (–1; 1) ̌ (1; +¢).
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Пример 2. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 

y
x

=
+

1

1sin
.

Ðåøåíèå: sin x + 1 ” 0, òîãäà sin x ” –1, 

ò. å. x n n≠ − + ∈
π

π
2

2 , .Z

Îòâåò: x n n≠ − + ∈
π

π
2

2 , .Z

3.1.2. Множество значений 
функции

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè 
y ? f(x) íàçûâàþò âñå çíà÷åíèÿ, êî-
òîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ íà îáëà-
ñòè åå îïðåäåëåíèÿ D(f).

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y ? f(x) îáîçíà÷àþò 
E(f) èëè E(y)

Пример. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:

y
x

=
+

1

12
.

Ðåøåíèå: x
y

2 1
1= − ;  x

y
= ± −

1
1;  

1
1 0

y
− ≥ ;

0 > y ~ 1. 
Îòâåò: E(y) ? (0; 1]. 

3.1.3. График функции. 
Примеры функциональных 
зависимостей в реальных 
процессах и явлениях

Ãðàôèêîì ôóíêöèè íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ àáñöèññû ÿâëÿ-
þòñÿ äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòà x,  
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à îðäèíàòû — ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè 
ôóíêöèè y.

Äëÿ òîãî ÷òîáû êðèâàÿ áûëà ãðàôèêîì íåêî-
òîðîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
êàæäàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà åå íå 
áîëåå îäíîãî ðàçà. 

Òàê, êðèâàÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3.1, à, 
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, à íà ðèñ. 3.1, á — íå îïðå-
äåëÿåò. 

á

0 x

y

à
0 x

y

Ðèñ. 3.1

Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé èñïîëü-
çóþò ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, î âåëè÷èíå è õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû (íàïðÿæåíèÿ, ñèëû 
òîêà è ò. ä.) äåëàþò âûâîäû, íàáëþäàÿ çà ãðàôè-
êàìè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê (êàê ôóíêöèé âðåìåíè)  
íà ýêðàíàõ ïðèáîðîâ. 

3.1.4. Обратная функция. График 
обратной функции

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò 
êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå òîëüêî îäèí 
ðàç, òî âåëè÷èíó x ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ôóíêöèþ âåëè÷èíû y: 
x ? l(y). Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ 
ôóíêöèè f(x). 
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 
îáðàòíîé ôóíêöèè ñî-
âïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì 
çíà÷åíèé èñõîäíîé 
ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî 
çíà÷åíèé — ñ îáëàñòüþ 
îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé 
ôóíêöèè. 

Ïðè çàïèñè îáðàò-
íîé ôóíêöèè îáû÷íî 
ìåíÿþò ìåñòàìè àðãó-
ìåíò è ôóíêöèþ, ò. å. 
â êà÷åñòâå îáðàòíîé ê y ? f(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ 
ôóíêöèÿ y ? l(x). 

Пример. Îïðåäåëèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ 
ôóíêöèè: à) y ? x2, D(y) ? [0; +¢); á) y ? x2, 
D(y) ? (–¢; 0]; â) y ? 3x + 1. 
Ðåøåíèå: à) ïîñêîëüêó x ‡ 0: x y= ;  y x= ;

á) ïîñêîëüêó x ~ 0: x y= − ;  y x= − ;

â) x
y

=
−1

3
;  y

x
=

−1

3
.  

Îòâåò: à) y x= ;  á) y x= − ;  â) y
x

=
−1

3
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà îáðàòíîé ôóíêöèè 
íóæíî îòðàçèòü ãðàôèê y ? f(x) ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé y ? x.

3.1.5. Преобразования графиков, 
параллельный перенос, 
симметрия относительно осей 
координат

Ïóñòü äàí ãðàôèê ôóíêöèè 
y ? f(x). Ñòàíäàðòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç 

0
x

y ? f(x)

y

y ? l(x)

Ðèñ. 3.2
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ýòîãî ãðàôèêà ìîæíî ïîëó÷èòü ãðàôèêè òàêèõ 
ôóíêöèé: 

y ? f(x) + a; y ? f(x + a); 
y ? kf(x); y ? f(kx); 
y ? f(|x|); y ? |f(x)|,

ãäå a è k — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; a ” 0, k ” 0, 
k ” 1. 

1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè 
y ? f(x) + a íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ãðàôèê y ? f(x) 
ïàðàëëåëüíî îñè Oy íà a åäèíèö (ïðè à @ 0 — 
ââåðõ, ïðè à > 0 — âíèç) (ðèñ. 3.3). 

2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y ? f(x + a) íåîá-
õîäèìî ïåðåíåñòè ãðàôèê y ? f(x) íà (–a) åäèíèö 
ïàðàëëåëüíî îñè Ox (ðèñ. 3.4). 

0
x

y ? f(x)

y ? f(x) + ay

a

Ðèñ. 3.3

0
x

y ? f(x)

y ? f(x + a)

y

a

Ðèñ. 3.4

3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàôèêà y ? kf(x) ïðè k @ 0 
íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà îò 
îñè àáñöèññ â k ðàç ïðè k @ 1, ñæàòèå ê îñè àá-

ñöèññ â 
1

k
 ðàç ïðè 0 > k > 1. Åñëè k > 0, òî ñíà÷à-

ëà ñòðîèòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè y ? –kf(x), êîòîðûé 
çàòåì çåðêàëüíî îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè 
Ox (ðèñ. 3.5, à, á, â). 
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0
x

y ? f(x)

y ? kf(x)

k @ 1

y

à

0
x

y ? f(x)

y ? kf(x)

0 > k > 1

y

)

á

0 x

y ? f(x)

y ? kf(x)

k > 0

y
)

â
Ðèñ. 3.5

4. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàôèêà y ? f(kx) ïðè k @ 0 
íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ñæàòèå ãðàôèêà y ? f(x) 

â k ðàç ê îñè Oy ïðè k @ 1, ðàñòÿæåíèå â 
1

k
 ðàç 

îò îñè Oy ïðè 0 > k > 1. Åñëè k > 0, òî ñòðîèòñÿ 
ãðàôèê y ? f(–kx), êîòîðûé çàòåì çåðêàëüíî îò-
ðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy (ðèñ. 3.6, à, á, â). 

0
xy ? f(x)

y ? f(kx)

k @ 1

y
(

à

0
x

y ? f(x)

y ? f(kx)

0 > k > 1

y

á

0
x

y ? f(x)y ? f(kx)

k > 0

y

â
Ðèñ. 3.6

5. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ãðàôèêà y ? f(|x|) íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü ãðà-
ôèê ôóíêöèè y ? f(x) 
ïðè x ‡ 0, à çàòåì îò-
ðàçèòü åãî ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî îñè 
Oy (ðèñ. 3.7). 

Ïóíêòèð — ÷àñòü ãðàôèêà
y ? f(x) ïðè x > 0

0 x

y

Ðèñ. 3.7
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6. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ãðà ôèêà ôóíêöèè  
y ? |f(x)| íåîáõîäè ìî  
ïîñòðîèòü ãðàôèê 
y ? f(x), à çàòåì âñå åãî 
òî÷êè, ëåæàùèå íèæå 
îñè Ox, îòðàçèòü ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëü-
íî îñè Ox (ðèñ. 3.8). 

3.2. Элементарное исследование 
функций

3.2.1. Монотонность функций. 
Промежутки возрастания 
и убывания

Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ — ýòî 
ôóíêöèÿ, ïðèðàùåíèå êîòîðîé íå 
ìåíÿåò çíàêà, òî åñòü ëèáî âñåãäà 
íåîòðèöàòåëüíîå, ëèáî âñåãäà íåïîëîæèòåëüíîå.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáû-
âàþùåé) íà ïðîìåæóòêå, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ 
òî÷åê x

1
, x

2
 ýòîãî ïðîìåæóòêà, òàêèõ, ÷òî x

2
 @ x

1
, 

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x
2
) @ f(x

1
) (f(x

2
)> f(x

1
)). 

Пример. Óêàçàòü ïðî-
ìåæóòêè ìîíîòîííîñòè  
ôóíêöèè, ãðàôèê êî-
òîðîé èçîáðàæåí íà 
ðèñ. 3.9. 
Ðåøåíèå: ïðîìåæóòêè  
óáûâàíèÿ: (–¢; –2); 
(1; 3). 
Ïðîìåæóòêè âîçðàñòà-
íèÿ: [–2; 1]; [3; +¢). 

Ïóíêòèð — ÷àñòü ãðàôèêà 
y ? f(x) ïðè y > 0

0 x

y

Ðèñ. 3.8

0 x

y

1 3–2

Ðèñ. 3.9
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3.2.2. Четность и нечетность 
функций

Ôóíêöèÿ y ? f(x) íàçûâàåò-
ñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé), åñëè äëÿ 
êàæäîãî x Œ D(f) âåðíî ðàâåíñòâî  
f(–x) ? f(x) (f(–x) ? –f(x)). 

Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åò-
íîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà 

Пример. Èññëåäîâàòü íà ÷åòíîñòü ôóíêöèè: 
à) y ? cos 2x; á) y ? x3; â) y ? 2x. 
Ðåøåíèå: à) cos(2 © (–x)) ? cos 2x — ÷åòíàÿ; 
á) (–x)3 ? –x3 — íå÷åòíàÿ; 
â) 2–x ” 2x; 2–x ” –2x — îáùåãî âèäà.
Îòâåò: à) ÷åòíàÿ; á) íå÷åòíàÿ; â) îáùåãî âèäà.  
Ôóíêöèè y ? sin x; y ? tg x; y ? ctg x — íå÷åòíûå.

3.2.3. Периодичность функций

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T, ãäå ÷èñëî 
T @ 0, åñëè äëÿ êàæäîãî x Œ D(f) 
âåðíî ðàâåíñòâî f(x + T) ? f(x).

Íàïðèìåð, íàèìåíüøèé ïåðèîä äëÿ ôóíêöèé 
sin x, cos x ðàâåí 2r, äëÿ ôóíêöèé tg x, ctg x îí 
ðàâåí r: 

sin(x + 2r) ? sin x; 
cos(x + 2r) ? cos x; 
tg(x + r) ? tg x; 
ctg(x + r) ? ctg x.
Ãðàôèê ïåðèîäè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ñ ïåðèî äîì T ñòðîèòñÿ òàê: ïîñòðî-
èâ ãðàôèê íà êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå [a; a + T), 

00
x

y

a a+T a+2Ta–T

Ðèñ. 3.10



76

X 3. ФУНКЦИИ

äàëåå ïåðåíîñÿò åãî ïàðàëëåëüíî íà T; 2T; 3T; … 
åäèíèö âïðàâî è âëåâî âäîëü îñè Ox. 

Пример 1. Îïðåäåëèòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëü-
íûé ïåðèîä ôóíêöèè y ? sin(kx + b), ãäå k, b — 
÷èñëà. 
Ðåøåíèå: ïóñòü T @ 0 — èñêîìûé ïåðèîä, òîãäà ïî 
îïðåäåëåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè: 
sin(k(x + T) + b) ? sin(kx + b), 
èëè sin(kx + kT + b) ? sin(kx + b). 
Îáîçíà÷èì x

1
 ? kx + b è ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x

1
 

âìåñòî kx + b â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Ïîëó÷èì 
sin(x

1
 + kT) ? sin x

1
. Òàê êàê íàèìåíüøèì ïî-

ëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì ñèíóñà ÿâëÿåòñÿ 2r, òî 

|k| © T ? 2r, îòêóäà T
k

=
2π

.

Äåëàåì âûâîä: äëÿ ôóíêöèè y ? sin 2x íàèìåíü-
øèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 
2

2

π
π= .  

Îòâåò: T ? r. 
Пример 2. Äëÿ ôóíêöèè y x= sin

1

2
 ïåðèîä 

T = =2
1

2
4π π:  äëÿ ôóíêöèè y kx T

k
= =






sin .:

2π

Пример 3. Íàéòè ïåðèîä äëÿ ôóíêöèè: 

y x
x

= +sin tg .2
2

Ðåøåíèå: 1) sin 2x ? sin(2x + 2r) ? sin(2(x + r)) 

ñ ïåðèîäîì T1

2

2
= =

π
π;

2) tg tg tg
x x x

2 2

2

2
= +






 =

+





π

π
 — ïåðèîä T2 1

2

2= =
π

π.  

3) Ïåðèîä äàííîé ôóíêöèè — ýòî (ÍÎÊ) ïåðèîäîâ 
ñëàãàåìûõ, ò. å. èñêîìûé ïåðèîä T ? 2r. 
Îòâåò: 2r.



77

3

X 3.2. Элементарное исследование функций

3.2.4. Ограниченность функций

Ôóíêöèÿ y ? f(x) íàçûâàåòñÿ îã-
ðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó) íà ìíî-
æåñòâå X Ł D(f), åñëè ñóùåñòâóåò 
òàêîå ÷èñëî C, ÷òî f(x) ~ C (f(x) ‡ C) 
äëÿ êàæäîãî x Œ X. 

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíî-
æåñòâå, åñëè îíà îãðàíè÷åíà íà íåì è ñâåðõó, 
è ñíèçó. 

Íàïðèìåð, ôóíêöèè y ? sin x; y ? cos x; 

y
x

=
+

1

12
 îãðàíè÷åíû íà âñåé îñè; ôóíêöèÿ  

y ? x2 îãðàíè÷åíà ñíèçó (y ‡ 0) íà âñåé îñè, íî 
íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, à çíà÷èò, îíà 
íåîãðàíè÷åííà. 

3.2.5. Точки экстремума 
(локального максимума 
и минимума) функции

Òî÷êà x
0
 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) 
ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî f @ 0, 
÷òî äëÿ ëþáîãî x Œ (x

0
 – f; x

0
) ̌ (x

0
; x

0
 + f) âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > f(x
0
) (f(x) @ f(x

0
)). 

Òî÷êà íàçûâàåòñÿ 
òî÷ êîé ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè, åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà 
èëè ìèíèìóìà. 

Íà ðèñ. 3.11 òî÷êà 
x

1
 — òî÷êà ëîêàëüíîãî 

0 x

y

x
1

x
2

Ðèñ. 3.11
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ìàêñèìóìà, à òî÷êà x
2
 — òî÷êà ëîêàëüíîãî ìè-

íèìóìà. 
Ðàíåå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî âîçðàñ-

òàíèÿ ôóíêöèè: åñëè ïðè x
1
 > x

2
 âûïîëíÿåòñÿ 

íåðàâåíñòâî f(x
1
) > f(x

2
), òî ôóíêöèÿ y ? f(x) — 

âîçðàñòàþùàÿ; åñëè ïðè x
1
 > x

2
 f(x

1
) @ f(x

2
), òî 

ôóíêöèÿ y ? f(x) — óáûâàþùàÿ. 
Ðàññìîòðèì ðèñ. 3.11. Ñëåâà îò ëîêàëüíîãî 

max x
1
 ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à ñïðàâà — óáûâàåò; 

à òî÷êó ëîêàëüíîãî min x
2
 îêðóæàþò ñëåâà — 

ïðîìåæóòîê óáûâàíèÿ, à ñïðàâà — ïðîìåæóòîê 
âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè. Òàêîå ïîïóëÿðíîå îáúÿñ-
íåíèå, êàê ïðàâèëî, ëó÷øå çàïîìèíàåòñÿ.

3.2.6. Наибольшее и наименьшее 
значения функции

Åñëè ôóíêöèÿ y ? f(x) íåïðåðûâ-
íà íà îòðåçêå [a; b], ò. å. åå ãðà-
ôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíóþ  
ëèíèþ, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì 
îòðåçêå ñâîèõ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèé. Òà êèå çíà÷åíèÿ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ èëè 
â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, èëè â ãðàíè÷-
íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [a; b]. 

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.12 íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå b, à íàèìåíüøåå — â òî÷êå x

0
.

Íà ðèñ. 3.13, à íà 
ïðîìåæóòêå [a; b] ôóíê-
öèÿ y ? f(x) ïðèíèìàåò 
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
â òî÷êå b; íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèå — â òî÷êå a; 
x

1
 — òî÷êà max; x

2
 — 

òî÷êà min. 

a x
0

b0 x

y

Ðèñ. 3.12
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Íà ðèñ. 3.13, á íà ïðîìåæóòêå [a; b] ôóíêöèÿ 
y ? f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå 
x

1
, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå — â òî÷êå x

2
; â òî æå 

âðåìÿ x
1
 — ëîêàëüíûé max, x

2
 — ëîêàëüíûé 

min ôóíêöèè. 

á

x
1

x
2

ba
0

x

y

à

0

x

y

x
1

x
2

b

y ? f(x)

a

Ðèñ. 3.13

3.3. Основные элементарные функции

3.3.1. Линейная функция, 
ее график

Ôóíêöèÿ âèäà y ? kx + b, ãäå k 
è b — íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå 
÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. 

Åñëè k @ 0, òî ôóíêöèÿ ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò, åñëè k > 0 — óáûâàåò, åñëè 
k ? 0 — ïîñòîÿííàÿ. 

Ãðàôèêîì ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìàÿ ëèíèÿ. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ïðîèçâîäèòñÿ ïî 

äâóì òî÷êàì

y ? f(x)
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Пример. Ïîñòðîèòü ãðà-
ôèêè: 
à) y ? 2x + 3; 
á) y ? –3x + 1. 
Ðåøåíèå:
à) y(0) ? 3; y(1) ? 5. 
Ãðàôèê ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êè (0; 3), (1; 5) 
(ðèñ. 3.14).
á) y(0) ? 1; y(1) ? –2. 
Ãðàôèê ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êè (0; 1), (1; –2) 
(ðèñ. 3.15).

3.3.2. Функция, описывающая  
обратную пропорциональную зависимость,  
ее график

Ôóíêöèÿ âèäà y
k

x
= ,  ãäå k ” 0, íàçûâàåòñÿ îá-

ðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ. 
Ôóíêöèÿ íå÷åòíà, âîçðàñòàåò ïðè k > 0 

(ðèñ. 3.16, á) è óáûâàåò ïðè k @ 0 (ðèñ. 3.16, à). 

0 x1

3

5

y

Ðèñ. 3.14

0 x
1

–2

1

y

Ðèñ. 3.15

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðÿ-
ìîé ëèíèè óäîáíî 

áðàòü äâå òî÷êè íà îñÿõ 
êîîðäèíàò: A(0; b); 

B
b

k
−


; 0  (äëÿ ïðÿìîé 

y ? kx + b)
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Ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó è ñî-
ñòîèò èç äâóõ âåòâåé. 

3.3.3. Квадратичная функция, 
ее график 

Ôóíêöèÿ y ? ax2 + bx + c, ãäå 
a ” 0 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé. 

Åñëè b ? c ? 0, òî y ? ax2. 
Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè — ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé 

â òî÷êå (0; 0), îáðàùåííàÿ âåòâÿìè ââåðõ ïðè 
a @ 0 (ðèñ. 3.17, à) è âíèç ïðè à > 0 (ðèñ. 3.17, á). 

0

x

y

à

k  @  0

0

x

y

á

k  >  0

Ðèñ. 3.16

0 x

y

à
a  @  0

0
x

y

á

a  >  0

y ? ax2

Ðèñ. 3.17
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Â îáùåì ñëó÷àå âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò: 

y a x
b

a
c

b

a
= +



 + −





2 4

2 2

.

Ïàðàáîëà y ? ax2 + bx + c ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðà-

áîëû y ? ax2 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà −







b

a2
 

âäîëü îñè Ox è íà c
b

a
−









2

4
 âäîëü îñè Oy; êîîðäè-

íàòû âåðøèíû − −






b

a
c

b

a2 4

2

; .  

Пример. Ïîñòðîèòü ãðàôèê: à) y ? 3x2 – 6x + 5; 
á) y ? –x2 + 4x – 3. 
Ðåøåíèå: à) êîîðäèíàòû âåðøèíû: 

x
b

a
0 2

1= − = ;  

y c
b

a
0

2

4
2= − = .  

Ïåðåíîñèì âåðøèíó 
ïàðàáîëû y ? 3x2 â òî÷-
êó (1; 2) è ñòðîèì åå 
(ðèñ. 3.18).

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ: 

y x x x x= − + = − +





 =3 6 5 3 2

5

3
2 2

= − + −










= − +3 1

5

3
1 3 1 22 2( ) ( ) .x x

Èìååì ïàðàáîëó âèäà y ? 3x2, ñìåùåííóþ íà 
1 åäèíèöó âïðàâî âäîëü îñè Ox è íà 2 åäèíèöû 
ââåðõ âäîëü îñè Oy. 

0 x

y

1

2

Ðèñ. 3.18
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á) êîîðäèíàòû âåðøèíû:

x
b

a
0 2

2= − = ;  

y c
b

a
0

2

4
1= − = .  

Ïåðåíîñèì âåðøèíó ïà-
ðàáîëû y ? –x2 â òî÷-
êó (2; 1) è ñòðîèì åå 
(ðèñ. 3.19).

Äðóãîé ñïîñîá ðåøå-
íèÿ: 
y ? –x2 + 4x – 3; 
y ? –(x2 – 4x + 3) ? 
? –((x – 2)2 – 1) ? 
? –(x – 2)2 + 1 — ýòî ïà-
ðàáîëà âèäà y ? x2, âåò-
âÿìè âíèç, ñìåùåííàÿ íà 2 åäèíèöû ïðàâî âäîëü 
îñè àáñöèññ è íà 1 åäèíèöó ââåðõ âäîëü îñè îðäè-
íàò. 
Âåðøèíà (2; 1); òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû 
ñ îñüþ àáñöèññ íàõîäèì ïðè y ? 0, ò. å. (x – 2)2 ? 1; 
x – 2 ? ‒1; x ? 2 ‒ 1; 
x

1
 ? 1; x

2
 ? 3.

3.3.4. Степенная функция 
с натуральным показателем, 
ее график

Ôóíêöèÿ y ? xn, ãäå n Œ N íàçû-
âàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ íàòó-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëåì.

Ïðè n ? 1 — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y ? x; ïðè 
n ? 2 — êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ y ? x2. 

1
2000 x

y

Ðèñ. 3.19

1

1 320 x

y

Ðèñ. 3.20



84

X 3. ФУНКЦИИ

Ôóíêöèÿ ÷åòíà, åñëè n ÷åòíî, è íå÷åòíà, åñëè 
n íå÷åòíî. 

Íà ðèñ. 3.21, à, á ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñòå-
ïåííîé ôóíêöèè ïðè n ‡ 2 (ïðè ÷åòíîì è íå÷åò-
íîì n). 

3.3.5. Тригонометрические 
функции, их графики

Ôóíêöèè y ? sin x, y ? cos x — 
ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 2r 
(sin x — íå÷åòíàÿ, cos x — ÷åòíàÿ). 
Ãðàôèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèíó-
ñîèäû (ðèñ. 3.22, à, á).

0 x

y

à

n ÷åòíî

0 x

y

á

n íå÷åòíî

0

Ðèñ. 3.21

0
x

y

r
2r

–r

y ? sin x
à

0 x

y

y ? cos x

–r
2

r
2

3r
2

–3r
2

á
Ðèñ. 3.22
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Ôóíêöèè y ? tg x, y ? ctg x — íå÷åòíûå, ïå-
ðèî äè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì r. Èõ ãðàôèêè ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 3.23, à, á. 

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
Ôóíêöèÿ y ? arcsin x — îáðàòíàÿ ê y ? sin x 

ïðè x∈ −





π π
2 2

;  (ðèñ. 3.24, à).

y ? arccos x — îáðàòíàÿ ê y ? cos x ïðè 
x Œ [0; r] (ðèñ. 3.24, á).

0
x

y

y ? arccos x

1–1

r
2

r

á

0 x

y

y ? arcsin x

1
–1

–
r
2

r
2

à

0 x

y

y ? arctg x–
r
2

r
2

â

0 x

y

y ? arcctg  x

r
2

ã
Ðèñ. 3.24

0 x

y

y ? tg x

–r
2

r
2

3r
2

–3r
2

à

0 x

y

–r
r 2r

á
y ? ctg x

Ðèñ. 3.23
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y ? arctg x — îá-
ðàòíàÿ ê y ? tg x ïðè 

x∈ −







π π
2 2

;  (ðèñ. 3.24, â).

y ? arcctg x — îá-
ðàòíàÿ ê y ? ctg x ïðè x Œ (0; r) (ðèñ. 3.24, ã).

3.3.6. Показательная функция, 
ее график

Ôóíêöèÿ âèäà y ? ax; a @ 0, a ” 1 
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé. 

Ïðè a @ 1 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, 
ïðè 0 > a > 1 — óáûâàåò (ðèñ. 3.25, à, á). 

3.3.7. Логарифмическая функция, 
ее график

Ôóíêöèÿ âèäà y ? log
a
 x; a @ 0, 

a ” 1 íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé.

arccos arcsin ;x x= −
π
2  

arcctg arctgx x= −
π
2

0 x

y

à

a @ 1

1

0 x

y

á

0 > a > 1

1

Ðèñ. 3.25
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Ýòà ôóíêöèÿ — îáðàòíàÿ ê y ? ax, îïðåäåëåíà 
òîëüêî ïðè x @ 0. 

Ïðè a @ 1 ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, 
ïðè 0 > a > 1 — óáûâàåò (ðèñ 3.26, à, á). 

0 x

y

a
a @ 1

1

0 x

y

á

0> a > 1
1

Ðèñ. 3.26

Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèê ëþáîé ëîãàðèôìè÷åñêîé 
ôóíêöèè y ? log

a
x ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 0). 

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà:

Åñëè log
a
x

1
 ? log

a
x

2
, ãäå a @ 0, a ” 1, x

1
 @ 0, x

2
 @ 0, 

òî x
1
 ? x

2
.
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4 
ÍÀ×ÀËÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ 
ÀÍÀËÈÇÀ

4.1. Производная

4.1.1. Понятие о производной 
функции, геометрический смысл 
производной

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà 
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x

0
, è ïóñòü x

1
 ” x

0
 — 

òî÷êà èç ýòîãî èíòåðâàëà. 
Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà â òî÷êå x

0
 íàçûâàåò-

ñÿ âåëè÷èíà Fx ? x
1
 – x

0
, à ïðèðàùåíèåì ôóíê-

öèè f(x) â òî÷êå x
0
, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîìó 

ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà 
Ff(x

0
) ? f(x

1
) – f(x

0
) ? f(x

0
 + Fx) – f(x

0
).

Ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x

0
 

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îò-
íîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ 
ôóíêöèè â òî÷êå x

0
 

ê ïðèðàùåíèþ àðãó-
ìåíòà, åñëè ïðèðàùå-
íèå àðãóìåíòà ñòðå-
ìèòñÿ ê 0: 

′ =
→

f x
f x

xx
( ) lim

( )
.0

0

0

∆

∆
∆

0
x

y ? f(x)

x
0

M
c

y

Ðèñ. 4.1
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4

Äðóãàÿ ôîðìà îïðåäåëåíèÿ: 

′ =
−
−→

f x
f x f x

x xx
( ) lim

( ) ( )
.0

0

0

0
∆

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé
Åñëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè y ? f(x) â òî÷êå Ì 

ñ àáñöèññîé x
0
 ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ, íå 

ïàðàëëåëüíóþ îñè Oy, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò 
ýòîé êàñàòåëüíîé ðàâåí f|(x

0
) (ðèñ. 4.1). 

f|(x
0
) ? tg c.

4.1.2. Физический смысл 
производной, нахождение 
скорости протекания процесса, 
заданного формулой или графиком

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ 
ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ýòîé ôóíê-
öèè ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà. 

Åñëè s ? s(t) — çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò 
âðåìåíè ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè, òî çàâè-
ñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ôîðìó-

ëîé: v ? s|(t)

Пример. Íà ðèñ. 4.2 
èçîáðàæåí ãðàôèê äâè-
æåíèÿ (ïóòü — ôóíê-
öèÿ îò âðåìåíè). Â ò. Ì 
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ 
ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïîä 
óãëîì â 45fl ê îñè àá-
ñöèññ. Íàéòè ñêîðîñòü 
äâèæåíèÿ ïðè t ? 2 ñ. 
Ðåøåíèå: ñêîðîñòü ïðè  
t ? 2 ñ ðàâíà s|(2) è ñî-
âïàäàåò ñ óãëîâûì  

M

0
t2

45°

s

Ðèñ. 4.2
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êîýôôèöèåíòîì êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ïðè t ? 2: 
s|(2) ? tg 45fl ? 1. 
Îòâåò: v(t) ? v(2) ? 1.

4.1.3. Уравнение касательной 
к графику функции

Åñëè ñóùåñòâóåò f|(x
0
), òî óðàâ-

íåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó 
y ? f(x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x

0
: 

y ? f(x
0
) + f|(x

0
) © (x – x

0
). 

Пример. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà-
ôèêó y ? x2; x

0
 ? 3. 

Ðåøåíèå: f(x) ? x2; f(x
0
) ? 32 ? 9. 

f|(x) ? 2x; f|(x
0
) ? 2 © 3 ? 6. 

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: 
y ? 9 + 6 © (x – 3); y ? 6x – 9. 

4.1.4. Производные суммы, 
разности, произведения, частного

Ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ áóäåì 
ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé ïðîèçâîä-
íûõ (ðàçäåë 4.1.5). 

Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ

(u + v)| ? u| + v| ñóììà ïðîèçâîäíûõ

(u – v)| ? u| – v| ðàçíîñòü ïðîèçâîäíûõ

(C © u)| ? C © u| ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ 
êîíñòàíòû íà ôóíêöèþ

(u © v)| ? u| © v + u © v| ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ

u

v

u v u v

v






′
=

′ ⋅ − ⋅ ′
2 ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî
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Пример. Íàéòè ïðîèçâîäíûå: à) y x x= +cos ;2  

á) y ? (x2 + 1) sin x; â) y
x

x
=

+
+
1

3 22
.

Ðåøåíèå:

à) ′ = ′ + ⋅( )′ = − + ⋅ ⋅ =
−

y x x x x(cos ) sin2 2
1

2

1

2

1

2 − +sin ;x
x

1

á) y| ? (x2 + 1)| © sin x + (x2 + 1) © (sin x)| ? 
? 2x sin x + (x2 + 1) cos x;

â) ′ =
+ ′ ⋅ + − + ⋅ + ′

+
=y

x x x x

x

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 3 2 1 3 2

3 2

2 2

2 2

=
+ − +

+
= −

+ −
+

3 2 6 1

3 2

3 6 2

3 2

2

2 2

2

2 2

x x x

x

x x

x

( )

( ) ( )
.

Îòâåò: à) − +sin ;x
x

1
 á) 2x sin x + (x2 + 1) cos x; 

â) −
+ −

+
3 6 2

3 2

2

2 2

x x

x( )
.

4.1.5. Производные основных 
элементарных функций

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

C| ? 0
(xa)| ? axa–1 
(ax)| ? ax © ln a
(ex)| ? ex 

(log )
ln

a
x

x a
′ =

⋅
1

(ln )x
x

′ =
1

(sin x)| ? cos x
(cos x)| ? –sin x

(tg )
cos

x
x

′ =
1
2

(ctg )
sin

x
x

′ = −
1
2

Íàïðèìåð: x| ? (x1)| ? 1 © x0 ? 1; (x2)| ? 2x; 

( ) ( ) ;x x x
x

′ = ′ = =
−

1

2

1

2
1

2

1

2
 ( ) ln ;3 3 3x x′ = ⋅  

(log )
ln

.5

1

5
x

x
′ =

⋅
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4.1.6. Вторая производная 
и ее физический смысл

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè — 
ïðîèçâîäíàÿ åå ïðîèçâîäíîé: 

f†(x) ? (f|(x))|. 
Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðè-

çóåò óñêîðåíèå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè èçìå-
íåíèè àðãóìåíòà. Åñëè s ? s(t) — çàâèñèìîñòü 
ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè ïðè ïðÿìîëèíåé-
íîì äâèæåíèè, òî a ? s†(t) — çàâèñèìîñòü óñêî-
ðåíèÿ îò âðåìåíè. 

4.2. Исследование функций

4.2.1. Применение производной 
к исследованию функций 
и построению графиков

Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè
Åñëè f|(x) ‡ 0 (f|(x) ~ 0) íà íå-

êîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî ôóíêöèÿ 
f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ýòîì ïðî-
ìåæóòêå. 

Пример 1. Íàéòè ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíê-
öèè y ? x3 – 3x2 + 1. 
Ðåøåíèå: y| ? 3x2 – 6x. Ïðèðàâíèâàåì ïðîèçâî-
äíóþ ê íóëþ: 3x2 – 6x ? 0; x

1
 ? 0; x

2
 ? 2. 

Ïðèìåíÿåì ìåòîä èíòåðâàëîâ (ðèñ. 4.3). 
Ñâåðõó îáîçíà÷åíû çíà-
êè ïðîèçâîäíîé íà ïðî-
ìåæóòêàõ (–¢; 0), (0; 2),  
(2; +¢). Ñíèçó óêàçàí 

0
+ – +

2
Ðèñ. 4.3
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õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà ýòèõ ïðîìå-
æóòêàõ («‹» — âîçðàñòàíèå; «fi» — óáûâàíèå).
Îòâåò: ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (–¢; 0]; 
[2; +¢); ìîíîòîííî óáûâàåò íà (0; 2). 

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé
Åñëè f|(x

0
) ñóùåñòâóåò è x

0
 — òî÷êà ýêñòðåìó-

ìà ôóíêöèè f(x), òî f|(x
0
) ? 0. 

Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x
0
 âîçðàñòàíèå 

ôóíêöèè ñìåíÿåòñÿ óáûâàíèåì, òî x
0
 — òî÷êà 

ìàêñèìóìà, à åñëè óáûâàíèå ñìåíÿåòñÿ âîçðàñ-
òàíèåì, òî x

0
 — òî÷êà ìèíèìóìà. 

Пример 2. Íàéòè òî÷êè è çíà÷åíèÿ ýêñòðåìóìîâ 
ôóíêöèè y ? x3 – 3x2 + 1. 
Ðåøåíèå: âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà 1. 
Òî÷êà x ? 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà, òî÷êà x ? 2 —  
òî÷êà ìèíèìóìà (ðèñ. 4.3.), y

max
 ? y(0) ? 1;  

y
min

 ? y(2) ? –3. 

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ 
ãðàôèêîâ
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
2. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ êîîðäè-

íàòíûìè îñÿìè.
3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü (íå÷åò-

íîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü.
4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ è èññëåäîâàòü ôóíêöèþ 

íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû.
5. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ 

òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
6. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè.
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4.2.2. Примеры использования 
производной для нахождения 
наилучшего решения 
в прикладных, в том числе 
социально-экономических задачах

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå ìîãóò 
äîñòèãàòüñÿ ëèáî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà, 
ëèáî â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà íà îòðåçêå. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷-
êå îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèáî íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå ñëåäóåò: 
1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè. 

2. Íàéòè òî÷êè âíóòðè îòðåçêà, â êîòîðûõ ïðîèç-
âîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèáî íå ñóùåñòâóåò. 

3. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè âî âñåõ íàéäåí-
íûõ òî÷êàõ è â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà; íàè-
áîëüøåå èç íèõ è áóäåò íàèáîëüøèì, à íàèìåíü-

øåå — íàèìåíüøèì. 

Пример. Ñòîèìîñòü åäèíèöû ïðîäóêöèè, ïðîèç-
âåäåííîé ôèðìîé, ñîñòàâëÿåò 15 ó. å., à èçäåðæ-
êè ïðîèçâîäñòâà, ñâÿçàííûå ñ âûïóñêîì x åäèíèö 
ïðîäóêöèè, ñîñòàâëÿþò: C(x) ? x3 + 3x. 
Ñêîëüêî åäèíèö ïðîäóêöèè äîëæíà ïðîèçâåñòè 
ôèðìà, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà ìàêñèìàëüíîé? 
Ðåøåíèå: ñòîèìîñòü x åäèíèö ñîñòàâëÿåò 15x; 
ïðèáûëü: f(x) ? 15x – C(x) ? 12x – x3. 
Ïðèáûëü äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé. 

12x – x3 ‡ 0, x ‡ 0; x © (12 – x2) ‡ 0; x ‡ 0; x∈ 0 12; .  

f(x) ? 12x – x3 › max; x∈ 0 12; .



95

4

X 4.3. Первообразная и интеграл 

f|(x) ? 12 – 3x2; 12 – 3x2 ? 0; x
1,2

 ? ‒2. − ∉ 2 0 12; ;  
x ? 2. 
Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ïðèáûëè ïðè x ? 0; x ? 2;  

x = 12.  f(0) ? 0; f(2) ? 16; f 12 0( ) = .  

max ( ) ( ) .
;x

f x f
∈ 

= =
0 12

2 16

Îòâåò: ôèðìà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé 
ïðèáûëè äîëæíà ïðîèç âåñòè 2 åäèíèöû ïðîäóê-
öèè. 

4.3. Первообразная и интеграл 

4.3.1. Первообразные 
элементарные функций

Ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà-
çûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ F(x), ÷òî 
F|(x) ? f(x).

Åñëè F|(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ f(x), 
òî âñå ïåðâîîáðàçíûå f(x) èìåþò âèä F(x) + C, 
ãäå C — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. 

Íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) 
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ åå ïåðâîîáðàçíûõ: 

f x dx F x C( ) ( ) .∫ = +
Îñíîâíûå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

dx x C∫ = +  

x dx
x

a
Ca

a

∫ =
+

+
+1

1
 (a ” –1)

dx

x
x C∫ = +ln  

a dx
a

a
Cx

x

∫ = +
ln

e dx e Cx x∫ = +

sin cosxdx x C∫ = − +

cos sinxdx x C∫ = +

dx

x
x C

sin
ctg

2∫ = − +

dx

x
x C

cos
tg

2∫ = +
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Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1. ( ( ) ( )) ( ) ( ) .f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫
2. kf x dx k f x dx( ) ( ) .∫ ∫=

3. Åñëè f x dx F x C( ) ( ) ,∫ = +  òî 

f kx b dx
F kx b

k
C( )

( )
+ =

+
+∫  (k ” 0). 

Пример. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à) 
2 1

33 2
x x

dx−



∫ cos

;  á) ( ) .7 3
4

2 5
2− +

+




∫ x

x
dx

Ðåøåíèå: à) 
2 1

3
2

33 2

1

3
2

x x
dx x dx

dx

x
−





= − =∫ ∫ ∫
−

cos cos

=
⋅

− + = − +
2

2

3

3

3
3

3

3

2

3
23x x

C x
x

C
tg tg

.

á) ( ) ( )7 3
4

2 5
7 3 4

2 5
2 2− +

+




 = − +

+
=∫ ∫ ∫x

x
dx x dx

dx

x

=
−
− ⋅

+
⋅ +

+ =
−

+ + +
( )

( )

ln ( )
ln .

7 3

3 3

4 2 5

2

3 7

9
2 2 5

3 3x x
C

x
x C

Îòâåò: à) 3
3

3
23

x
x

C− +
tg

; á) 
( )

ln .
3 7

9
2 2 5

3x
x C

−
+ + +

4.3.2. Примеры применения 
интеграла в физике и геометрии

Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíê-
öèè f(x) â ïðåäåëàõ îò a äî b íàçûâà-
åòñÿ ïðèðàùåíèå åãî ïåðâîîáðàçíîé 
íà îòðåçêå [a; b]: 

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( ).∫ = −
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Ïðèðàùåíèå F(x) íà 
[a; b] îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

F x F b F a
a

b( ) ( ) ( ).= −  

f x dx F x
a

b

a

b( ) ( ) .∫ =

Ïëîùàäü ôèãóðû, 
îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè 
y ? f

1
(x) (ñíèçó), y ? f

2
(x) (ñâåðõó), x ? a (ñëåâà), 

x ? b (ñïðàâà), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

S f x f x dx
a

b

= −∫( ( ) ( )) .2 1

Пример. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé 
ëèíèÿìè y ? x; y ? x2.   

Ðåøåíèå: íà ðèñ. 4.5 
çàøòðèõîâàíà èñêîìàÿ 
ïëîùàäü. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïðåäåëîâ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ íàéäåì àá-
ñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ ãðàôèêîâ: x ? x2;  
x2 – x ? 0; x

1
 ? 0; x

2
 ? 1. 

S x x dx
x x

= − = −






 = −






 − − =∫( ) ( ) .2

0

1 2 3 1

02 3

1

2

1

3
0 0

1

6

Îòâåò: 
1

6
.

Åñëè òåëî ñîâåðøàåò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæå-
íèå ñî ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ïî çà-
êîíó v ? v(t), òî ïóòü, ïðîéäåííûé çà âðåìÿ îò 
ìîìåíòà t ? t

1
 äî ìîìåíòà t ? t

2
, âû÷èñëÿåòñÿ ïî 

ôîðìóëå: 
s v t dt

t

t

= ∫ ( ) .
1

2

0 x

y

a b

y ? f
2
(x)

y ? f
1
(x)

Ðèñ. 4.4

0
x

y

1

Ðèñ. 4.5
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5 ÃÅÎÌÅÒÐÈß

5.1. Планиметрия

5.1.1. Треугольник

Òðåóãîëüíèê — ýòî ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ òî-
÷åê, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè è íå 
ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è òðåõ 
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè, 
íàçûâàåìûõ ñòîðîíàìè. 

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îñòðîóãîëüíûì, åñëè 
âñå åãî óãëû îñòðûå, ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè îäèí 
èç óãëîâ ïðÿìîé, è òóïîóãîëüíûì, åñëè îäèí èç 
óãëîâ òóïîé (ðèñ. 5.1, à, á, â). 

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì, 
åñëè äâå åãî ñòîðîíû ðàâíû. Ïðè ýòîì ðàâíûå 
ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ñòîðîíàìè, 
à òðåòüÿ — îñíîâàíèåì. 

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì, 
åñëè âñå åãî ñòîðîíû ðàâíû. 

C B

A

à
C B

A

á
CC B

A

â
Ðèñ. 5.1
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêîâ
 Ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû â ëþáîì òðåóãîëü-
íèêå ëåæèò áîëüøèé óãîë, è íàîáîðîò. 

 Ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû, 
è íàîáîðîò. 

 Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâ-
íû ïî 60fl. 

 Ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180fl. 
 Ëþáàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû 
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. 

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
Äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíû, åñëè:

 äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî òðå-
óãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíàì 
è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà;

 ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ ê íåé óãëà îäíîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæà-
ùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà;

 òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû òðåì 
ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. 
Âûñîòà òðåóãîëüíè-

êà — ýòî îòðåçîê ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íûé èç ëþáîé âåðøèíû 
íà ïðîòèâîïîëîæíóþ 
ñòîðîíó (èëè åå ïðîäîë-
æåíèå). 

Òðè âûñîòû òðåó-
ãîëü íèêà èëè èõ ïðî-
äîëæåíèÿ âñåãäà ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé 
òî÷êå, íàçûâàåìîé îð-
òîöåíòðîì (ðèñ. 5.2).

C B

A

D

EF
K

Ðèñ. 5.2
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Ìåäèàíà òðåóãîëü-
íèêà — ýòî îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé ëþáóþ 
âåðøèíó òðåóãîëüíèêà 
ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíû. 

Òðè ìåäèàíû òðå-
óãîëüíèêà ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå, 

íàçûâàåìîé öåíòðîì òÿæåñòè (ðèñ. 5.3). Ýòà 
òî÷êà äåëèò êàæäóþ ìåäèàíó â îòíîøåíèè 2 : 1, 
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. 

Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà — îòðåçîê ïðÿ-
ìîé, äåëÿùåé âíóòðåííèé óãîë òðåóãîëüíèêà 
ïîïîëàì, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíîé. 

Íà ðèñ. 5.4 AD — áèññåêòðèñà óãëà À; ÑÅ — 
áèññåêòðèñà óãëà Ñ è BF — áèññåêòðèñà óãëà Â. 

Òðè áèññåêòðèñû âñå ãäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé 
òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê. 

C B

A

D

EF
K

Ðèñ. 5.3

C B

A

K

D

E
F K

Ðèñ. 5.4

C

B

A

K D

E

FF

E

DK

Ðèñ. 5.5
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Áèññåêòðèñà äåëèò ïðîòèâîëåæàùóþ ñòîðîíó 
íà ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëåãàþùèì ñòî-
ðîíàì. Íà ðèñ. 5.4 AF : CF ? AB : BC. 

Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð — ýòî ïðÿìàÿ,  
ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ýòîé ñòîðîíå (ðèñ. 5.5).

Òðè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ïåðåñåêàþò-
ñÿ â îäíîé òî÷êå K, ñîâïàäàþùåé ñ öåíòðîì îïè-
ñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.

Êàæäàÿ òî÷êà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà 
ê îòðåçêó ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà.

Îðòîöåíòð, öåíòð òÿæåñòè, öåíòðû îïèñàííî-
ãî è âïèñàííîãî êðóãîâ ñîâïàäàþò òîëüêî â ðàâ-
íîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå. 

Ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îò-
ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ åãî ñòîðîí 
(ðèñ. 5.6). Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïàðàëëåëüíà îäíîé èç 
ñòîðîí è ðàâíà ïîëîâèíå ýòîé ñòîðîíû. 

Òåîðåìà êîñèíóñîâ
Åñëè a, b, c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òî

c2 ? a2 + b2 – 2ab cos i, 
ãäå i — óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè a è b (ðèñ. 5.7). 

C B

A

E F

Ðèñ. 5.6

Òåîðåìà Ïèôàãîðà
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò äëèíû ãè-

ïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äëèí êàòåòîâ: 
a2 + b2 ? c2

b

c

à
i

Ðèñ. 5.7
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Òåîðåìà ñèíóñîâ
Åñëè a, b, c — ñòîðî-

íû òðåóãîëüíèêà, c, d, 
i — óãëû, ëåæàùèå ñî-
îòâåòñòâåííî íàïðîòèâ 
ýòèõ ñòîðîí, òî: 

a b c
R

sin sin sin
,

α β γ
= = = 2

ãäå R — ðàäèóñ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè 
(ðèñ. 5.8). 

Ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèç-

âåäåíèÿ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó: 

S a h= ⋅
1

2
.

2. Ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà ðàâíà ïîëîâèíå 
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî 
ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà 
ìåæäó íèìè: 

S ab= ⋅
1

2
sin .γ

3. Ôîðìóëà Ãåðîíà: 

S p p a p b p c= − − −( )( )( ),

ãäå p
a b c

=
+ +

2
.

4. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 
ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ êàòåòîâ: 

S ab=
1

2
.

b
R

c

à

i

d
c

Ðèñ. 5.8

Èç ôîðìóë ïëîùàäè 
òðåóãîëüíèêà íàõîäèì 

ðàäèóñû îïèñàííîé 
è âïèñàííîé  
îêðóæíîñòè: 

R
abc

S
=
4

;  r
S

p
= ,

ãäå a, b, c — ñòîðî-
íû, S — ïëîùàäü, 

p
a b c

=
+ +

2
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5. Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà 
ðàâíà: 

S
a

=
2 3

4
,

ãäå a — ñòîðîíà òðå óãîëüíèêà. 
6. Ïëîùàäè òðå óãîëüíèêà: 

S
abc

R
=

4
,

ãäå a, b, c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, à R — ðàäè-
óñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè; èëè 

S ? p © r, 
ãäå r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à p — ïî-
ëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.
Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ
1. Äâà òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, åñëè äâà óãëà îä-

íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû äâóì óãëàì äðóãîãî 
òðåóãîëüíèêà. 

2. Äâà òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, åñëè äâå ñòîðîíû 
îäíîãî òðå óãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì 
ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, à óãëû, îáðà-
çîâàííûå ýòèìè ñòîðîíàìè, ðàâíû. 

3. Äâà òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, åñëè òðè ñòîðîíû 
îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöè-
îíàëüíû òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. 

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ëè-
íèè (âûñîòû, ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è ò. ï.) ïðî-
ïîðöèîíàëüíû (â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è ñòîðî-
íû), îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ðàâíî êîýôôèöèåíòó 
ïîäîáèÿ, à îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî êâàäðàòó 

êîýôôèöè åíòà ïîäîáèÿ

Пример 1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC 
ñ îñíîâàíèåì AC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà óãëà C, 
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò áîêîâóþ ñòîðîíó AB â òî÷êå D.  
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Òî÷êà E ëåæèò íà îñíîâàíèè AC òàê, ÷òî DE ̀  DC. 
Íàéäèòå AD, åñëè CE ? 2 (ðèñ. 5.9). 

Ðåøåíèå: ïðîâåäåì 
ìåäèàíó DM ïðÿìî-
óãîëüíîãî FCDE. Òîã-
äà DM ? MC ? ME ? 1; 
æMDC ? æDCM ? æBCD,  
ïîýòîìó DM || BC. Ïî-
ñêîëüêó FABC — ðàâíî-
áåäðåííûé è DM || BC, 
FADM òàêæå ðàâíîáåä-

ðåííûé. Çíà÷èò, AD ? DM ? 1. 
Îòâåò: 1.
Пример 2. Îäèí èç êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà íà 10 ñì áîëüøå äðóãîãî è íà 10 ñì 
ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Íàéòè ãèïîòåíóçó. 

Ðåøåíèå: ïóñòü îäèí èç 
êàòåòîâ ðàâåí x. Òîã-
äà äðóãîé áóäåò ðàâåí  
(x – 10), à ãèïîòåíóçà — 
(x + 10) (ðèñ. 5.10). Ïî 
òåîðåìå Ïèôàãîðà: 
(x – 10)2 + x2 ? (x + 10)2; 
x2 – 20x + 100 + x2 ? 
? x2 + 20x + 100; 
x2 – 40x ? 0; 

x © (x – 40) ? 0. 
x

1
 ? 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, ò. ê. äëè-

íà êàòåòà x @ 0. x
2
 ? 40 — äëèíà êàòåòà; 

40 + 10 ? 50 — äëèíà ãèïîòåíóçû.
Îòâåò: 50  ñì.

5.1.2. Параллелограмм, 
прямоугольник, ромб, квадрат

×åòûðåõóãîëüíèê — ôèãóðà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ òî÷åê, íå 
ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé (îíè  

C

B

AA

D

E M
Ðèñ. 5.9

x

x + 10

x – 10

Ðèñ. 5.10
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íàçûâàþòñÿ âåðøèíà-
ìè), è ÷åòûðåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñîåäèíÿ þ-
ùèõ ýòè òî÷êè íå ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ 
(îíè íàçûâàþòñÿ ñòî-
ðîíàìè). 

Ïàðàëëåëîãðàììîì 
íà çûâàåòñÿ ÷åòûðå-
õóãîëüíèê, ó êîòîðî-
ãî ïðîòèâîëåæàùèå 
ñòîðî íû ïîïàðíî ïà-
ðàë ëåëüíû: AB || CD, 
AD || BC (ðèñ. 5.12). 

Ïðîòèâîëåæàùèå ñòî-
ðîíû ïàðàëëåëîãðàììà íàçûâàþòñÿ îñíîâàíèÿ-
ìè, à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè — âûñîòîé (íà-
ïðèìåð, BE íà ðèñ. 5.12). 
Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà
 Ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ðàâíû. 
 Ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû. 
 Äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïî-
ïîëàì. 

 Ñóììà óãëîâ, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, 
ðàâíà 180fl. 

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
 Ïëîùàäü ïàðàëëå ëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ îñíîâàíèÿ íà ïðîâåäåííóþ ê íåìó âûñî-
òó (ðèñ. 5.13): 

S ? a © h. 
 Ïëîùàäü ïàðàëëå ëî ãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí è ñèíóñà óãëà ìåæ-
äó íèìè (ðèñ. 5.14): 

S ? ab © sin i. 

CB

A
E D

Ðèñ. 5.12

C
B

A
D

Ðèñ. 5.11
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h

a
Ðèñ. 5.13

 

i
a

b

Ðèñ. 5.14

 Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå 
ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé è ñèíóñà óãëà ìåæäó 
íèìè (ðèñ. 5.15): 

S d d= ⋅
1

2 1 2 sin .ϕ

Ïðÿìîóãîëüíèê — ïàðàëëåëîãðàìì, âñå óãëû 
êîòîðîãî ïðÿìûå (ðèñ. 5.16). 

l

CB

A D
d

1
? AC; d

2
? BD

Ðèñ. 5.15
 

CB

A D

Ðèñ. 5.16

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíèêà
 Äèàãîíàëè ïðÿìîó ãîëüíèêà ðàâíû: AC ? BD 
(ðèñ. 5.16).

 Êâàäðàò äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðà-
âåí ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñìåæíûõ ñòîðîí 
AC2 ? AD2 + DC2 (ðèñ. 5.16). 

 Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ äâóõ åãî ñìåæíûõ ñòîðîí. 
Ðîìá — ïàðàëëåëî ãðàìì, âñå ñòîðîíû êî-

òîðîãî ðàâíû (ðèñ. 5.17).
Êâàäðàò — ýòî ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàâíûìè 

ñòîðîíàìè. 
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C

B

A

D
Ðèñ. 5.17

Äèàãîíàëè ðîìáà  
âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû è äåëÿò óãëû 

ïîïîëàì. 
Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 
ïîëîâèíå ïðîèçâåäå-

íèÿ äèàãîíàëåé

Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà êâàäðàòó äëèíû åãî ñòî-
ðîíû

Пример. Äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû 24 ñì è 70 ñì. 
Íàéòè ñòîðîíó è ïëîùàäü ðîìáà. 
Ðåøåíèå: äèàãîíàëè ðîì-
áà âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû è â òî÷êå Î ïåðå-
ñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïî-
ëàì (ðèñ. 5.18): 

OB OD
BD

= = = =
2

24

2
12;  

AO CO= = =
70

2
35.  

Ñòîðîíà ðîìáà — ãè-
ïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòå-
òàìè 12 ñì è 35 ñì. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: 

a = + =12 35 372 2 .  S = ⋅ ⋅ =
1

2
24 70 840.

Îòâåò: 37 ñì; 840 ñì2. 

5.1.3. Трапеция

Òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ïðîòèâî-
ëåæàùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, 
à äâå äðóãèå — íå ïàðàëëåëüíû.

C

B

A

a

D

O

Ðèñ. 5.18
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CCB

A D

E F

Ðèñ. 5.19

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 
ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòî-
ðîí, — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ. 
Òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ 
ðàâíîáåäðåííîé, åñëè 
åå áîêîâûå ñòîðîíû 

ðàâíû

Â òðàïåöèè ABCD îòðåçîê EF, ñîåäèíÿþùèé 
ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé 
ëèíèåé (ðèñ. 5.19). 
Ñâîéñòâà òðàïåöèè
 Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâà-
íèÿì è ðàâíà èõ ïîëóñóììå. 

 Äèàãîíàëè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû; 
óãëû ïðè åå îñíîâàíèè ðàâíû. 

 Îñü ñèììåòðèè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà åå îñíîâàíèÿì. 

 Îêîëî ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü. 

 Â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, 
åñëè ñóììà îñíîâàíèé ðàâíà ñóììå áîêîâûõ 
ñòîðîí. 

 Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñðåä-
íåé ëèíèè (ïîëóñóììû îñíîâàíèé) íà âûñîòó. 

Пример 1. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè 
ðàâíû 2 ñì è 8 ñì, áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 5 ñì. 
Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè (ðèñ. 5.20). 
Ðåøåíèå: ïî óñëîâèþ òðàïåöèÿ ABCD — ðàâ íî áåä-
ðåííàÿ, îòñþäà: AB ? CD, à ò. ê. BE ? CH,

òî è AE HD= =
−

=
8 2

2
3.

Èç FABE (æÅ ? 90): BE AB AE= − = − =2 2 2 25 3 4;  
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S
AD BC

BE
ABCD

=
+

⋅ =

=
+

⋅ =

2
2 8

2
4 20.

Îòâåò: 20 ñì2. 

Пример 2. Â ïðÿìî-
óãîëüíîé òðàïåöèè áî-
êîâûå ñòîðîíû 3 ñì è 5 ñì, à ìåíüøàÿ äèàãîíàëü 

ðàâíà 58.  Íàéòè ïåðèìåòð òðàïåöèè (ðèñ. 5.21). 
Ðåøåíèå: â ïðÿìîóãîëü-
íîé òðàïåöèè îäíà èç 
áîêîâûõ ñòîðîí ïåðïåí-
äèêóëÿðíà îñíîâàíèþ 
(ðèñ. 5.21, AB ` AD). 
Ïóñòü AB ? 3 ñì,  

CD ? 5 ñì, AC = 58 ñì.
Â FABC (æB ? 90fl): 

BC AC AB= − = − = =2 2 258 3 49 7 ñì.
Ïðîâîäèì CM ` AD, òîãäà CM ? AB ? 3 ñì,  
AM ? BC ? 7 ñì. Â FCMD (æM ? 90fl): 

MD CD CM= − = − =2 2 2 25 3 4 ñì.  
AD ? AM + MD ? 7 + 4 ? 11 (ñì). 
Ïåðèìåòð òðàïåöèè: P ? 3 + 5 + 7 + 11 ? 26 (ñì). 
Îòâåò: 26 ñì.

5.1.4. Окружность и круг

Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëî-
ñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé 
òî÷êè, íàçûâàåìîé öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè, íà ðàññòîÿíèå, íàçûâàåìîå 
ðàäèóñîì (ðèñ. 5.22). 

CB

A DE H
Ðèñ. 5.20

A

B C

D
M

Ðèñ. 5.21
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Õîðäà — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè 
îêðóæíîñòè. 

Äèàìåòð — õîðäà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð 
îêðóæíîñòè. 

Äëèíà îêðóæíîñòè l âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
l ? 2rR èëè l ? rD,  

D ? 2R.
Äëèíà äóãè îêðóæ-

íîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå:

l
R

n∪ =
°
⋅ °

π
180

,  

ãäå nfl — ãðàäóñíàÿ 
ìåðà óãëà.

Êðóãîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî 
äàííîé òî÷êè íå áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà. 

Ïëîùàäü êðóãà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S ? rR2 èëè S
d

=
π 2

4
,

ãäå d ? 2R — äèàìåòð îêðóæíîñòè.
Êðóãîâûì ñåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü êðóãà, 

ëåæàùàÿ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíî-
ãî óãëà.

Ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå:

S
ñåêò.

=
°
⋅ °

πR
n

2

360
,

ãäå nfl — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåí-
òðàëüíîãî óãëà, èëè

S
ñåêò.

=
αR2

2
,

ãäå c — ðàäèàííàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà.

R

O

Ðèñ. 5.22
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Êðóãîâûì ñåãìåíòîì íàçûâàåòñÿ îáùàÿ ÷àñòü 
êðóãà è ïîëóïëîñêîñòè.

Ïëîùàäü ñåãìåíòà, íå ðàâíîãî ïîëóêðóãó, 
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
R

n S=
°
⋅ ° ± ∆

π 2

360
,

ãäå nfl — ãðàäóñíàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà, 
êîòîðûé ñîäåðæèò äóãó ýòîãî êðóãîâîãî ñåãìåí-
òà, à SF — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè 
â öåíòðå êðóãà è â êîíöàõ ðàäèóñîâ, îãðàíè÷èâà-
þùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé ñåêòîð. Çíàê «–» íóæíî 
áðàòü, êîãäà nfl > 180fl, 
à çíàê «+» íóæíî 
áðàòü, êîãäà nfl @ 180fl.

Öåíòðàëüíûé óãîë — 
óãîë ñ âåðøèíîé â öåí-
òðå îêðóæíîñòè; îí ðà-
âåí ãðàäóñíîé ìåðå äó-
ãè, íà êîòîðóþ îïèðà-
åòñÿ (ðèñ. 5.23). 

Âïèñàííûé óãîë — 
óãîë, âåðøèíà êîòî-
ðîãî ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, à ñòîðîíû ïå-
ðåñåêàþò ýòó îêðóæ-
íîñòü; îí ðàâåí ïîëî-
âèíå ãðàäóñíîé ìåðû 
äóãè, íà êîòîðóþ îïè-
ðàåòñÿ (ðèñ. 5.24). 

A

B
O

B

Ðèñ. 5.23

A

B C
O

Ðèñ. 5.24

Öåíòðàëüíûé óãîë, îáðàçóåìûé äóãîé åäèíè÷íîé 
îêðóæíîñòè, ðàâíîé ïî äëèíå ðàäèóñó, ïðèíèìà-
åòñÿ çà 1 ðàäèàí. Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè 

ê äèàìåòðó îáîçíà÷àåòñÿ r; r … 3, 14159
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Êàñàòåëüíîé ê îê ðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìàÿ, èìåþùàÿ ñ îê ðóæíîñòüþ ðîâíî îäíó îáùóþ 
òî÷êó. 
Ñâîéñòâà êàñàòåëüíîé
 Êàñàòåëüíàÿ ê îê ðóæíîñòè ïåðïåíäè êóëÿðíà 
ðàäèóñó (äèàìåòðó), ïðîâåäåííîìó â òî÷êó êà-
ñàíèÿ (ðèñ. 5.25).

 Èç òî÷êè âíå êðóãà ìîæíî ïðîâåñòè ê îêðóæíî-
ñòè äâå êàñàòåëüíûå. Äëèíû ýòèõ êàñàòåëüíûõ 
áóäóò ðàâíû. Áèññåêðèñà óãëà ìåæäó ýòèìè êà-
ñàòåëüíûìè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè.

 Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå, òî òî÷-
êà êàñàíèÿ äåëèò äóãó, ñòÿãèâàåìóþ õîðäîé, 
ïîïîëàì.

Åñëè ïðÿìàÿ èìå-
åò äâå îáùèå òî÷êè 
ñ îêðóæ íîñòüþ, òîãäà 
ãî âî ðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ 
è îêðóæíîñòü ïåðåñå-
êàþòñÿ. Â òàêîì ñëó-
÷àå ïðÿìóþ íàçûâàþò 
ñåêóùåé. 

Пример. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà õîðäà è ÷å-
ðåç îäèí èç êîíöîâ õîðäû ïðîõîäèò êàñàòåëüíàÿ 
ê îêðóæíîñòè. Âû÷èñëèòü óãîë, ñîñòàâëåííûé êà-
ñàòåëüíîé è õîðäîé, åñëè õîðäà äåëèò îêðóæíîñòü 
â îòíîøåíèè 5 : 7 (ðèñ. 5.26). 
Ðåøåíèå: ïóñòü O — öåíòð îêðóæíîñòè, AB — 
õîðäà. Îáîçíà÷èì ìåíüøóþ è áîëüøóþ äóãè 
ñ êîíöàìè A è B ñîîòâåòñòâåííî 5x è 7x. Òîãäà 
5x + 7x ? 360fl, îòêóäà x ? 30fl. Ñëåäîâàòåëüíî, 
âåëè÷èíà ìåíüøåãî èç óãëîâ AOB ðàâíà 150fl. 

A
O

Ðèñ. 5.25
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Èç FAOB (ðàâíîáåä ðåí-
íîãî) ïîëó÷àåì: 
æAÂO ? æBAO ? 15fl.
Êàñàòåëüíàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó B, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ê OB è, 
ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçó-
åò ñ õîðäîé AB óãîë:
90fl – 15fl ? 75fl. 
Îòâåò: 75fl. 

5.1.5. Окружность, вписанная 
в треугольник, и окружность, 
описанная около треугольника

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàí-
íîé â òðåóãîëüíèê, åñëè îíà êàñà-
åòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí. Åå öåíòð — òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ áèñ ñåêòðèñ òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 5.27). 

Ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè:

r
S

p
= ,

ãäå S — ïëîùàäü òðå óãîëüíèêà, p — åãî ïîëó-
ïåðèìåòð. 

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî 
òðåóãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå åãî 

A

B

O

Ðèñ. 5.26

C

B

A
OO

Ðèñ. 5.27

C

B

A

OO

Ðèñ. 5.28
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âåðøèíû. Åå öåíòð — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðå-
äèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëü-
íèêà (ðèñ. 5.28). 

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè:

R
abc

S
=

4
,

ãäå a, b, c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà; S — ïëî-
ùàäü. 

Пример. Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 5 ñì, 7 ñì, 
10 ñì. Íàéòè ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé 
îêðóæíîñòåé. 
Ðåøåíèå:

a ? 5; b ? 7; c ? 10. p
a b c

=
+ +

=
2

11.

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà: 

S p p a p b p c= − − − = ⋅ ⋅ ⋅ =( )( )( ) .11 6 4 1 2 66

r
S

p
= =

2 66

11
;  R

abc

S
= =

⋅ ⋅
= =

4

5 7 10

8 66

175

4 66

175 66

264
.

Îòâåò: 
2 66

11
ñì;  

175 66

264
ñì.

5.1.6. Многоугольник. Сумма углов 
выпуклого многоугольника

Ìíîãîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ  
ïðîñòàÿ (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) 
çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ ïðè óñ-
ëîâèè, ÷òî åå ñîñåäíèå çâåíüÿ íå 
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìíîãîóãîëüíèêîì òàê-
æå íàçûâàþò è îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ òàêîé 
ëèíèåé. 
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Âûïóêëûì ìíîãî-
óãîëüíèêîì íàçûâàþò 
ìíîãîóãîëüíèê, âñå âåð - 
øèíû êîòîðîãî ðàñïî-
ëîæåíû â îäíîé ïîëó-
ïëîñêîñòè îòíîñèòåëü-
íî ëþáîé ïðÿìîé, ïðî- 
 õîäÿùåé ÷åðåç ñî-
ñåä íèå âåðøèíû. Íà 
ðèñ. 5.29, à èçîáðàæåí 
âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-
íèê, à íà ðèñ. 5.29, á — 
íåâûïóêëûé. 

5.1.7. Правильные 
многоугольники. Вписанные 
и описанные окружности 
правильного многоугольника

Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê — 
ýòî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, 
ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ìåæäó ñîáîé ðàâíû è âñå 
óãëû ìåæäó ñîáîé òàêæå ðàâíû. 

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê 
è êâàäðàò — ïðàâèëü-
íûå ìíîãîóãîëüíèêè. 

Ïóñòü a
n
 — ñòîðîíà 

ïðàâèëüíîãî n-óãîëü-
íèêà, R

n
 è r

n
 — ðàäèó-

ñû îïèñàííîé è âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòåé. 

Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàâíà 
180fl · (n – 2)

Â ëþáîé ïðàâèëüíûé 
ìíîãîóãîëüíèê ìîæ-

íî âïèñàòü îêðóæíîñòü 
è âîêðóã ëþáîãî ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà ìîæíî îïèñàòü  

îêðóæíîñòü

C

B

A
DD

E
à

á

C

B

A D

E

Ðèñ. 5.29
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Òîãäà: a
n

r
n n
=

°
⋅2

180
tg ;  a

n
R

n n
=

°
⋅2

180
sin .

Ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 
1. Âçÿòûå ÷åðåç îäíó âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 

2n-óãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíî-
ãî n-óãîëüíèêà. 

2. Ñåðåäèíû ñòîðîí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà 
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè äðóãîãî ïðàâèëüíîãî 
n-óãîëüíèêà. 

3. Õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðàäèóñó è ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó, ðàâíà ñòîðîíå ïðà-
âèëüíîãî âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà. 

4. Ó ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàäèóñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè â äâà ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. 

Задача. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 4 ñì âïèñàí ïðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê, íà ñòîðîíå êîòîðîãî ïî-
ñòðîåí êâàäðàò. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïè-
ñàííîé îêîëî êâàäðàòà. 

Ðåøåíèå: R ? 4 ñì; 

R
a

= 3

3
;  
a
3

3
4= ;  

a
3

4 3= .  Ïî óñëîâèþ 

çàäà÷è a a
4 3

4 3= = .  

R
a

1

4

2

4 3

2

4 3 2

2 2

4 6

2
2 6

= = =

=
⋅
⋅

= = .

Îòâåò: ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè îêîëî êâà-

äðàòà ðàâåí 2 6 см.

R

RR
1

OO
2

OO

OO
1

OO

a
3
? a

4

a
4

Ðèñ. 5.30
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5.2. Прямые и плоскости в пространстве

5.2.1. Пересекающиеся, 
параллельные и скрещивающиеся 
прямые. Перпендикулярность 
прямых

Ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò 
áûòü ïàðàëëåëüíûìè (ðèñ. 5.31, à), ïåðåñåêà-
þùèìèñÿ (ðèñ. 5.31, á) èëè ñêðåùèâàþùèìèñÿ 
(ðèñ. 5.31, â). Ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþ-
ùèìèñÿ, åñëè îíè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. 
Îñíîâíûå àêñèîìû ñòåðåîìåòðèè
 Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ 
òî÷êó, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. 

 Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ 
òî÷êó, òî ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðîâåñòè ïëî-
ñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó. 

Ñâîéñòâà ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå
 ×åðåç ïðÿìóþ è íå ëåæàùóþ íà íåé òî÷êó ìîæ-

íî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü è ïðèòîì òîëüêî îäíó. 
 Åñëè äâå òî÷êè ïðÿìîé ëåæàò â ïëîñêîñòè, òî 
è âñÿ ïðÿìàÿ ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. 

ac

à á â

c — ïëîñêîñòü
a Ł c

b ïåðåñåêàåò c

Ðèñ. 5.31
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 ×åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ìîæíî ïðî-
âåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó. 

 Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ 
òî÷êó, òî ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðîâåñòè ïëî-
ñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó. 

 ×åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì 
òîëüêî îäíó. 

5.2.2. Параллельность прямой 
и плоскости, признаки и свойства

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëü-
íîé ïëîñêîñòè, åñëè îíà íå èìååò 
ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ îáùèõ òî÷åê 
èëè ëåæèò íà íåé. 
Ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
 Åñëè ÷åðåç ïðÿìóþ a, ïàðàëëåëüíóþ ïëî-
ñêîñòè c, ïðîâåñòè ïëîñêîñòü d, ïåðåñåêàþ-

Îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì 
äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿ-
ìûõ íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûé ê êàæäîé èç 
ýòèõ ïðÿìûõ, êîíöû êîòîðîãî 
ïðèíàäëåæàò ýòèì ïðÿìûì. Îáùèé ïåðïåíäèêó-
ëÿð åäèíñòâåíåí, åãî äëèíà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíè-
åì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. 
Íà ðèñóíêå ïðÿìàÿ à ëåæèò â ïëîñêîñòè  c, ïðÿ-
ìàÿ b ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü c è íå ïåðåñåêàåò ïðÿ-
ìóþ à; ÎÀ — ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìè 
ïðÿìûìè, ò. å. OÀ ` à è ÎÀ ` b.

b

A Oa
c

Ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè
Åñëè ïðÿìàÿ a ïàðàëëåëüíà êàêîé-ëèáî ïðÿìîé 

íà ïëîñêîñòè c, òî a || c
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ùóþ ïëîñêîñòü c ïî 
ïðÿìîé b, òî a || b 
(ðèñ. 5.32).

 Åñëè ïðÿìûå ñêðå-
ùèâàþòñÿ, òî íàé-
äåòñÿ ïëîñêîñòü, ïà-
ðàëëåëüíàÿ îáåèì 
ïðÿìûì. 

Пример. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (ðèñ. 5.33). 
Ñòîðîíû AB è CD ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü c â òî÷êàõ 
M è K ñîîòâåòñòâåííî. Ñòîðîíà AD ïàðàëëåëüíà 
ïëîñêîñòè c: AM : MB ? 3 : 5. Íàéòè CK è KD, 
åñëè AB ? 24 ñì. 
Ðåøåíèå: ïóñòü  
AM ? 3x; MB ? 5x.  
3x + 5x ? 24; 8x ? 24;  
x ? 3. AM ? 9 ñì;  
MB ? 15 ñì. Ïîñêîëü-
êó AD || c, òî AD || MK, 
ò. å. AMKD — ïàðàëëå-
ëîãðàìì. Îòñþäà KD ? 9 ñì; CK ? 15 ñì. 
Îòâåò: 9 ñì; 15 ñì.

5.2.3. Параллельность плоскостей, 
признаки и свойства

Ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ  
ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè  

íå èìåþò îáùèõ òî÷åê

Ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé
 Åñëè äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îäíîé ïëî-

ñêîñòè ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì  

B

A

M K

D
c

K

D

Ðèñ. 5.33

c

d

b

a

Ðèñ. 5.32



120

X 5. ГЕОМЕТРИЯ

ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì äðóãîé ïëîñêîñòè, 
òî ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû. c || d (ðèñ. 5.34). 

 Äâå ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îäíîé ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 5.35). 

a

a

⊥
⊥






⇒

α
β

α β( ).E

c

d

b

b
1

a

a
1

Ðèñ. 5.34

c

d

a

Ðèñ. 5.35

Ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé
 Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íå ïåðå-
ñå÷åíû òðåòüåé, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. 
Åñëè a || b è ñ íå ïåðåñåêàåò à, b, òî a || b || c 
(ðèñ. 5.36).

 Îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷åí-
íûõ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿ-
ìè, ðàâíû. c || d; A è Â ïðèíàäëåæàò c; À

1
, Â

1
 

ïðèíàäëåæàò d. AA
1
 || BB

1
, îòñþäà AA

1
 ? BB

1
 

(ðèñ. 5.37).

c

a

b

Ðèñ. 5.36
 

c

d

A B

A
1

B
1

B

Ðèñ. 5.37
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 Åñëè ïëîñêîñòü c ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè d, 
à ïëîñêîñòü d ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè i, òî 
c || i. 

 ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïëîñêîñòè ïðîõîäèò 
åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ýòîé 
ïëîñêîñòè. 

5.2.4. Перпендикулярность 
прямой и плоскости, признаки 
и свойства; перпендикуляр 
и наклонная; теорема о трех 
перпендикулярах

Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé 
è ïëîñêîñòè
 Åñëè ïðÿìàÿ, ïåðå ñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿ-
ìûì, ëåæàùèì â ýòîé ïëîñêîñòè, òî îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè. Åñëè c ` a è c ` b, 
à è b ïåðåñåêàþòñÿ â ïëîñêîñòè c, òî ñ ` c 
(ðèñ. 5.38).

 Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäè êóëÿðíàÿ îäíîé èç ïàðàë-
ëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðó-
ãîé (c || d, c ` c) µ (c ` d) (ðèñ. 5.39).

Ñâîéñòâà ïåðïåíäèêóëÿðîâ
 Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè, åñëè îíà ïåðïåí-

c

d

c

Ðèñ. 5.39

c

b a

c

Ðèñ. 5.38
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äèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿ-
ìîé, ëåæàùåé â ýòîé 
ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ. Åñëè c ` à, 
ëåæàùåé â ïëîñêîñòè 
c, Î — òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ è c, òî c ` c.

 Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê îäíîé ïëî-
ñêîñòè, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé (à ` c, 
b ` c) µ (a || b) (ðèñ. 5.41).

 ×åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ïðîõîäèò 
ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äàí-
íîé ïëîñêîñòè. À — ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàí-
ñòâà. ÀÎ — åäèíñòâåííûé ïåðïåíäèêóëÿð 
ê ïëîñêîñòè c (ðèñ. 5.42).

c

A

BO

Òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ
Ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà-
êëîííîé, ïðîâåäåííîé ê ýòîé 
ïëîñêîñòè, òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà îíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåê-
öèè ýòîé íàêëîííîé íà ïëî-
ñêîñòü

c

A

O

Ðèñ. 5.42

c

a b

O
1O

Ðèñ. 5.41

c

a
c

O

Ðèñ. 5.40
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Íàêëîííîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè ê ïëîñêî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 
äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé ïëîñêîñòè è íå ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì. 

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðà è íàêëîííîé, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé 
òî÷êè, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà-
êëîííîé. 

Ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å ëþáîé íàêëîííîé, ïðîâå-
äåííîé èç ýòîé æå òî÷êè: OA > AB

Пример. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî FABC (ðèñ. 5.43), 
îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó, ðàâíà 9,6 ñì. Èç âåð-
øèíû C ïðÿìîãî óãëà âîññòàíîâëåí ê ïëîñêîñòè 
(ABC) ïåðïåíäèêóëÿð CM, ïðè÷åì CM ? 28 ñì. 
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî AB. 
Ðåøåíèå: ïóñòü CK — 
âûñîòà FABC. Òîã-
äà MK — íàêëîííàÿ 
ê ïëîñêîñòè (ABC), 
à CK — åå îðòîãîíàëü-
íàÿ ïðîåêöèÿ íà (ABC). 
Òàê êàê CK ` AB, òî ïî 
òåîðåìå î òðåõ ïåðïåí-
äèêóëÿðàõ MK ` AB. 
Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò 
M äî AB ðàâíî äëèíå 
MK. 
Èç FMCK ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì: 

MK = + =9 6 28 29 62 2, , .

Îòâåò: 29,6 ñì.

C

B

A

M

K

Ðèñ. 5.43
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5.2.5. Перпендикулярность 
плоскостей, признак и свойства

Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ 
ïëîñêîñòåé
 Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè 
ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè òðåòüÿ 
ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàåò èõ ïî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûì ïðÿìûì. 

 Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â îäíîé ïëîñêîñòè, 
ïåðïåíäèêóëÿðíà äðóãîé ïëîñêîñòè, òî ýòè 
ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû. 

Ñâîéñòâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé
 Åñëè èç òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé îäíîé èç äâóõ 
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, ïðîâåñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê äðóãîé ïëîñêîñòè, òî ýòîò ïåð-
ïåíäèêóëÿð ëåæèò â ïåðâîé ïëîñêîñòè. 

 Åñëè â îäíîé èç äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëî-
ñêîñòåé ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿð ê èõ ëèíèè 
ïåðåñå÷åíèÿ, òî îí áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí 
äðóãîé ïëîñêîñòè. 

 Äâå ïëîñêîñòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç íèõ ïðî-
õîäèò ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð ê äðóãîé. 

5.2.6. Параллельное 
проектирование. Изображение 
пространственных фигур

Ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèåé òî÷-
êè A íà ïëîñêîñòü c íàçûâàåòñÿ 
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé p, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó A è ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèþ ïðî-
åêòèðîâàíèÿ, ñ ïëîñêîñòüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ c. 
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Ïðè ïàðàëëåëüíîì  
ïðîåêòèðîâàíèè çàäà-
þò ñÿ ïëîñêîñòü ïðîåê-
òèðîâàíèÿ c è íàïðàâ-
ëåíèå ïðîåêòèðîâà-
íèÿ — ïðÿìàÿ l 
(ðèñ. 5.44). 
Ñâîéñòâà ïàðàëëåëü-
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
 Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïðÿìîé — ýòî òî÷êà 
èëè ïðÿìàÿ. 

 Ïðÿìàÿ, íå ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêòèðóþùåé, 
ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ. 

 Ïðîåêöèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïàðàëëåëü-
íû èëè ñîâïàäàþò.

 Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîå îòíîøåíèå îòðåçêîâ, 
ëåæàùèõ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èëè íà îä-
íîé ïðÿìîé. Äëèíû îòðåçêîâ ïðè ïàðàëëåëü-
íîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè îòðåç-
êè ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ. 

Ñâîéñòâà èçîáðàæåíèé
 Ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè ôèãóðû èçîáðàæàþòñÿ 
ïàðàëëåëüíûìè îòðåçêàìè. 

 Åñëè ïëîñêàÿ ôèãóðà ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè 
ïðîåêöèé, òî îíà ïðîåêòèðóåòñÿ â ðàâíóþ åé 
ôèãóðó. 

 Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïëîñêîñòè ïðîåê-
öèé âåëè÷èíà ïðîåêöèé íå èçìåíèòñÿ. 

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà ïëîñêîñòü 
êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû ïîëó÷àåò-

ñÿ èçîáðàæåíèå ôèãóðû

A
l

A|
c

A

Ðèñ. 5.44
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Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ 
îòíîøåíèå îòðåçêîâ ïðÿìîé, ïîýòîìó ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîåêòèðóåòñÿ â ñåðåäèíó ïðî-
åêöèè. Çíà÷èò, ïðîåêöèè ìåäèàí — ìåäèàíû ïðî-

åêöèé

Пример. Äàíà ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ òðåóãîëü-
íèêà (ðèñ. 5.45). Êàê ïîñòðîèòü ïðîåêöèè ìåäèàí 
ýòîãî òðåóãîëüíèêà? 

Ðåøåíèå: Ïðè ïàðàë-
ëåëüíîì ïðîåêòèðîâà-
íèè ñîõðàíÿåòñÿ îòíî-
øåíèå îòðåçêîâ ïðÿ-
ìîé. Ïîýòîìó ñåðåäèíà 
ñòîðîíû òðåóãîëüíè-
êà ïðîåêòèðóåòñÿ â ñå-
ðåäèíó ïðîåêöèè ýòîé 
ñòîðîíû. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîåêöèè ìåäèàí 
òðåóãîëüíèêà áóäóò ìå-
äèàíàìè åãî ïðîåêöèè.

5.3. Многогранники

5.3.1. Призма, ее основания, 
боковые ребра, высота, боковая 
поверхность; прямая призма; 
правильная призма

Ïðèçìà — ìíîãîãðàííèê, äâå 
ãðàíè êîòîðîãî — ðàâíûå ìíîãî-
óãîëüíèêè, ëåæàùèå â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, 
à îñòàëüíûå ãðàíè —ïàðàëëåëîãðàììû, èìåþ-
ùèå îáùèå ñòîðîíû ñ ýòèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè. 

C

C|

B

B|

A

A|

L

L|

K

K|

M

M|

c
Ðèñ. 5.45
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Ýëåìåíòû ïðèçìû
 Îñíîâàíèÿ — äâå ãðàíè, ÿâëÿþùèåñÿ ðàâ-
íûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, ëåæà ùèìè â ïàðàë-
ëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ (ABCDE, KLMNP). 

 Áîêîâûå ãðàíè — âñå ãðàíè, êðîìå îñíîâà-
íèé. Ýòî ïàðàëëåëîãðàììû. 

 Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü — îáúåäèíåíèå áîêî-
âûõ ãðàíåé. 

 Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü — îáúåäèíåíèå îñíîâà-
íèé è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. 

 Áîêîâûå ðåáðà — îáùèå ñòîðîíû áîêîâûõ ãðà-
íåé (AK, BL, CM, DN, EP). 

 Âûñîòà — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ 
ïðèçìû è ïåðïåíäèêóëÿðíûé èì (KR).
Áîêîâûå ðåáðà ïàðàëëåëüíû è ðàâíû. 

5.3.2. Параллелепипед; куб; 
симметрии в кубе, 
параллелепипеде

Ïàðàëëåëåïèïåä — ïðèçìà, îñ-
íîâàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-
ëåëîãðàìì. 

A

K

L

M

NN

P

B

R

CC

D

ER

CC
P

Ðèñ. 5.46

Ïðÿìàÿ ïðèçìà — 
ïðèçìà, ó êîòîðîé áî-
êîâûå ðåáðà ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îñíîâàíèþ. 

Ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà — 
ïðÿìàÿ ïðèçìà, â îñ-
íîâàíèè êîòîðîé ëå-

æèò ïðàâèëüíûé 
ìíîãî óãîëüíèê 
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Ïàðàëëåëåïèïåä íà-
çûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íûì, åñëè îñíîâàíèåì 
åãî ñëóæèò ïðÿìî óãîëü-
íèê, à áîêîâûå ðåá-
ðà ïåðïåíäèêóëÿðíû 
ê ïëîñêîñòè îñíîâà-
íèÿ. 

Êóáîì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëå-
ïèïåä, âñå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè. 

Äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà ïåðåñåêàþòñÿ 
â îäíîé òî÷êå (èõ îáùåé ñåðåäèíå). Ïàðàëëå-
ëåïèïåä ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè 
(öåíòðà ñèììåòðèè). 

Êóá ñèììåòðè÷åí òàêæå îòíîñèòåëüíî òðåõ 
ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð 
ñèììåòðèè ïàðàëëåëüíî ãðàíÿì, è øåñòè ïëî-
ñêîñòåé äèàãîíàëüíûõ ñå÷åíèé. 

5.3.3. Пирамида, ее основания, 
боковые ребра, высота, боковая 
поверхность; треугольная 
пирамида, правильная пирамида

Ïèðàìèäà — ìíîãîãðàííèê, ñî-
ñòîÿùèé èç ïëîñêîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà — îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, òî÷êè, íå ëåæà-
ùåé â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, — âåðøèíû, è âñåõ 

C

M

B

L

A

K

D

N

Ðèñ. 5.47

Äèàãîíàëü — îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé âåðøè-

íû, íå ïðèíàäëåæàùèå 
îäíîé ãðàíè 
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îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ñ òî÷êàìè îñ-
íîâàíèÿ (ðèñ. 5.48). 

Áîêîâûå ðåáðà ñîåäèíÿþò âåðøèíó ïèðàìèäû 
ñ âåðøèíàìè îñíîâàíèÿ.

Ïîâåðõíîñòü ïèðà-
ìèäû ñîñòîèò èç îñíî-
âàíèÿ è áîêîâûõ ãðà-
íåé (òðå óãîëüíèêîâ, îá-
ðàçóþùèõ áîêîâóþ ïî-
âåðõíîñòü). 

Òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà — ïèðàìèäà, â îñíî-
âàíèè êîòîðîé ëåæèò òðåóãîëüíèê (ðèñ. 5.49). 

Ïðàâèëüíàÿ ïèðà-
ìèäà — ïèðàìèäà, îñ-
íîâàíèåì êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé ìíî-
ãîóãîëüíèê, à îñíîâàíèå 
âûñîòû ñîâïàäàåò ñ öåí-
òðîì ýòîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà (ðèñ. 5.50). 

O

Ðèñ. 5.50

Áîêîâûå ðåáðà ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû, áîêî-
âûå ãðàíè — ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè

D

C

B

A

E

Ðèñ. 5.48

A

B D

C

Ðèñ. 5.49

Âûñîòà ïèðàìèäû — 
ïåðïåíäèêóëÿð, ïðî-
âåäåííûé èç âåðøèíû 
ïèðàìèäû ê ïëîñêîñòè 

îñíîâàíèÿ
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5.3.4. Сечения куба, призмы, 
пирамиды

Ñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà — ìíî-
ãîóãîëüíèê, ïîëó÷åííûé â ðåçóëü-
òàòå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêà 
ñ ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ. 

Ñå÷åíèÿ êóáà — òðåõ-, ÷åòûðåõ-, ïÿòè-, øå-
ñòèóãîëüíèêè. Ñå÷åíèÿ òðåóãîëüíîé ïðèçìû 
è ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû — òðåõ-, ÷åòû-
ðåõ-, ïÿòèóãîëüíèêè. Ñå÷åíèÿ òðåóãîëüíîé ïè-
ðàìèäû — òðåõ-, ÷åòûðåõóãîëüíèêè. 

Пример. Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà 
ABCDA

1
B

1
C

1
D

1
 (ðèñ. 5.51) ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç ðåáðî AA
1
 è òî÷êó M ðåáðà CD. 

Ðåøåíèå: ÷åðåç òî÷êó M è ïðÿìóþ AA
1
 ìîæíî 

ïðîâåñòè ïëîñêîñòü (îáîçíà÷èì åå c), è ïðèòîì 
òîëüêî îäíó. Íàéäåì, êàê ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ ãðàíÿìè è ðåáðàìè ïàðàëëåëåïèïåäà:
1. Òàê êàê òî÷êè A è M — îáùèå äëÿ ïëîñêîñòåé 
c è (ABCD), òî AM — ïðÿìàÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Ñî-
åäèíèì òî÷êè A è M îòðåçêîì. 

2. Òàê êàê ïëîñêîñòè 
(ABB

1
A

1
) è (DCC

1
D

1
) 

ïàðàëëåëüíû, òî ïëî-
ñêîñòü c ïåðåñåêàåò èõ 
ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿ-
ìûì. ×åðåç òî÷êó M 
ïàðàëëåëüíî ðåáðó CC

1
 

ïðîâåäåì ïðÿìóþ MM
1
 

(M
1
 — òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ ðåáðîì C
1
D

1
). 

3. Òàê êàê òî÷êè A
1
 

è M
1
 — îáùèå äëÿ ïëî-

C

C
1

B

B
1

A

A
1

D

M

M
1

D
1

M

Ðèñ. 5.51
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ñêîñòåé c è (A
1
B

1
C

1
D

1
), òî ïðÿìàÿ A

1
M

1
 — ïðÿìàÿ 

ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé. Ñîåäèíèì òî÷êè A
1
 

è M
1
. 

Èñêîìîå ñå÷åíèå — ÷åòûðåõóãîëüíèê AMM
1
A

1
 

(ðèñ. 5.51). 

5.3.5. Представление о правильных 
многогранниках (тетраэдр, куб, 
октаэдр, додекаэдр и икосаэдр)

Ïðàâèëüíûì íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
ãðàííèê, âñå ãðàíè êîòîðîãî — 
ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ïðàâèëüíûå 
ìíîãîóãîëüíèêè, è â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõî-
äèòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî ãðàíåé. 

Ñóùåñòâóåò 5 âèäîâ âûïóêëûõ ïðàâèëüíûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ. Ýòî òåòðàýäð (ïðàâèëüíàÿ 
òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà: 4 ãðàíè, 6 ðåáåð, 4 âåð-
øèíû); êóá (6 ãðàíåé, 12 ðåáåð, 8 âåðøèí); 
îêòàýäð (8 ãðàíåé, 12 ðåáåð, 6 âåðøèí); äîäåêà-
ýäð (12 ãðàíåé, 30 ðåáåð, 20 âåðøèí); èêîñàýäð 
(20 ãðàíåé, 30 ðåáåð, 12 âåðøèí). 

5.4. Тела и поверхности вращения

5.4.1. Цилиндр. Основание, 
высота, боковая поверхность, 
образующая, развертка

Öèëèíäð — òåëî, îãðàíè÷åí-
íîå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 
è äâó ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿ-
ìè, ïåðåñåêàþùèìè åå ïåðïåíäèêóëÿðíî îáðàçó-
þùåé. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà îòñåêàþòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ. 
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Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü — ïîâåðõíîñòü, ïî-
ëó÷åííàÿ òàêèì ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì ïðÿ-
ìîé (îáðàçóþùåé) â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî âûäåëåííàÿ 
òî÷êà îáðàçóþùåé äâèæåòñÿ âäîëü ïëîñêîé êðè-

âîé (íàïðàâëÿþùåé)

Â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ ïîä öèëèíäðîì ïî-
íèìàþò ïðÿìîé êðóãî-
âîé öèëèíäð (ðèñ. 5.52), 
íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðî-
ãî — îêðóæíîñòü è îñ-
íîâàíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû îáðàçóþùåé.  

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
îãðàíè÷åíà öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 
è ðàñïîëîæåíà ìåæäó 
ñåêóùèìè ïëîñêîñòÿ-
ìè. 

Âûñîòà öèëèíäðà — 
äëèíà åãî îáðàçóþùåé, à ðàäèóñ — ðàäèóñ îñíî-
âàíèÿ. 

Ðàçâåðòêà öèëèíä ðà — ïðÿìîóãîëüíèê ñ âû-
ñîòîé, ðàâíîé âûñîòå öèëèíäðà, è äëèíîé, ðàâ-
íîé äëèíå îñíîâàíèÿ (ðèñ. 5.53). 

5.4.2. Конус. Основание, высота, 
боковая поверхность, 
образующая, развертка

Êîíóñ — òåëî, ïîëó÷åííîå îáú-
åäèíåíèåì âñåõ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ 
èç îäíîé òî÷êè (âåðøèíû) è ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü (îñíîâàíèå). 

h

2rR
Ðèñ. 5.53

R

h

Ðèñ. 5.52
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Ïðÿìîé êðóãîâîé êî-
íóñ — òåëî âðàùåíèÿ 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà âîêðóã ïðÿ-
ìîé, ñîäåðæàùåé êàòåò 
(îñè êîíóñà) (ðèñ. 5.54). 

Îáðàçóþùàÿ — îò-
ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 
âåðøèíó è ãðàíèöó îñ-
íîâàíèÿ. 

Áîêîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü — îáúåäèíåíèå 
îáðàçóþùèõ êîíóñà. 

Âûñîòà — ïåðïåí-
äèêóëÿð èç âåðøèíû 
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ 
(è åãî äëèíà). 

Ðàçâåðòêà ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êðóãîâîé ñåêòîð (ðèñ. 5.55). Åãî 
ðàäèóñ ðàâåí äëèíå îáðàçóþùåé, à äëèíà äóãè — 
äëèíå îñíîâàíèÿ. 

5.4.3. Шар и сфера, их сечения

Ñôåðà — ãåîìåòðè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, óäà-
ëåííûõ îò òî÷êè, íàçûâàåìîé öåí-
òðîì, íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå, 
íàçûâàåìîå ðàäèóñîì.

Øàð — òåëî, îãðà-
íè÷åííîå ñôåðîé. Øàð 
ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì 
ïîëóêðóãà (èëè êðóãà) 
âîêðóã åãî äèàìåòðà 
(ðèñ. 5.56). 

R

h l

Ðèñ. 5.54

R

Ðèñ. 5.56

2rR

ll

Ðèñ. 5.55
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Âñå ïëîñêèå ñå÷åíèÿ øàðà — êðóãè, à ñå÷åíèÿ 
ñôåðû — îêðóæíîñòè

5.5. Измерение геометрических величин

5.5.1. Величина угла, градусная 
мера угла, соответствие между 
величиной угла и длиной дуги 
окружности

Óãëîì â 1fl íàçûâàåòñÿ öåíòðàëü-
íûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó 

îêðóæíîñòè äëèíîé â 
1

360
 åå ÷àñòè. 

Óãëîì â 1 ðàäèàí íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûé 
óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó îêðóæíîñòè, ïî 

äëèíå ðàâíóþ ðàäèóñó. 

1
180

57 3ðàä =
°
≈ °

π
, .  

α α
π

ðàä = ⋅
°180

;  

α α
π

° = ⋅
180c ðàä.

Åñëè R — ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè, òî äëèíà äóãè, îïèðàþùåéñÿ íà 
öåíòðàëüíûé óãîë c ðàä: l ? cR. 

Ñîîòâåòñòâåííî l
R

=
°

πα
180

,  åñëè c èçìåðÿåòñÿ 
â ãðàäóñàõ. 

Пример. Íàéòè äëèíó äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà 
3 ñì, îïèðàþùåéñÿ íà öåíòðàëüíûé óãîë 30fl. 

Ðåøåíèå: l
R

= =
⋅

= ≈
πα π π
180

3 30

180 2
1 57, .ñì

Îòâåò: …1,57 ñì.

l ?"cR
R
c

Ðèñ. 5.57
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5.5.2. Угол между прямыми 
в пространстве; угол между 
прямой и плоскостью

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè â ïðî-
ñòðàíñòâå — ìåíüøèé èç óãëîâ, 
îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ïðÿìûìè, ïðîâåäåííûìè 
÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïàðàëëåëüíî äàííûì. 

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ — óãîë, îá-
ðàçîâàííûé ïðÿìîé è åå ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü 
(0 ~ æ(a; c) ~ 90fl). 

Пример. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå 
ABCA

1
B

1
C

1
 (ðèñ. 5.58), âñå ðåáðà êîòîðîé ðàâ-

íû 1, íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìîé AB
1
 è ïëîñêîñòüþ 

(AA
1
C

1
C). 

Ðåøåíèå: ïóñòü D — ñåðåäèíà A
1
C

1
. Òîãäà B

1
D — 

ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëî-
ñêîñòè (AA

1
C

1
C), à D — 

ïðîåêöèÿ òî÷êè B
1
 íà 

ýòó ïëîñêîñòü. 
Åñëè l — èñêîìûé óãîë, 

òî sin .ϕ =
B D

AB

1

1

 

Èç FA
1
B

1
C

1
, ãäå âñå ñòî-

ðîíû ïî 1, íàõîäèì:  

B D1
2

2

1
1

2

3

2
= − 



 = .

Èç FAA
1
B

1 

AB1
2 21 1 2= + = ,

òîãäà sin .ϕ = =
3

2 2

6

4
 ϕ = arcsin .

6

4
 

Îòâåò: arcsin .
6

4
 

A

l

C

B
D

A
1

C
1

B
1

Ðèñ. 5.58
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5.5.3. Длина отрезка, ломаной, 
окружности, периметр 
многоугольника

Äëèíà îòðåçêà — ðàññòîÿíèå 
ìåæäó åãî êîíöàìè. 

Ëîìàíàÿ ëèíèÿ — 
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãó-
ðà, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåç-
êîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî  

ñîåäèíåííûõ ñâîèìè êîíöàìè. Íà ðèñ. 5.59, à 
èçîáðàæåíà ëîìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, íà 
ðèñ. 5.59, á — ñ ñàìîïåðåñå÷åíèåì.

Ìíîãîóãîëüíèê — ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëîìà-
íàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñîñåäíèå çâåíüÿ êîòî-

ðîé íå ëåæàò íà îäíîé 
ïðÿìîé (ðèñ. 5.59, â); 
âåðøèíû ëîìàíîé íà-

çûâàþò âåðøèíàìè ìíîãîóãîëü íèêà, à çâåíüÿ 
ëîìà íîé — ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïåðèìåòð ìíîãîóãîëü íèêà — ñóììà äëèí åãî 
ñòîðîí. 

Äëèíà îêðóæíîñòè: 
l ? 2rR, 

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, r … 3,14. 

Ñîñåäíèå çâåíüÿ ëîìà-
íîé íå äîëæíû ëåæàòü 

íà îäíîé ïðÿìîé

Äëèíà ëîìàíîé ðàâíà 
ñóììå äëèí åå çâåíüåâ

C

B

A

D

E

C
B

A D
E

F

C

B

A

DE
à á â

Ðèñ. 5.59
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5.5.4. Расстояние от точки до 
прямой, от точки до плоскости; 
расстояние между 
параллельными прямыми, 
параллельными плоскостями

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé 
(ïëîñêîñòè) — äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïðÿìóþ (ïëîñêîñòü). 

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè 
(ïëîñêîñòÿìè) — äëèíà îòðåçêà èõ îáùåãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðà. 

Пример. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 

(ðèñ. 5.60) íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C
1
 äî ïëî-

ñêîñòè (AB
1
C). 

Ðåøåíèå: òàê êàê A
1
C

1
 || AC, òî ïðÿìàÿ A

1
C

1
 ïà-

ðàëëåëüíà ïëîñêîñòè (AB
1
C). Ïîýòîìó èñêîìîå 

ðàññòîÿíèå h ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ïðîèçâîëüíîé 
òî÷êè ïðÿìîé A

1
C

1
 äî 

ïëîñêîñòè (AB
1
C). Íà-

ïðèìåð, ðàññòîÿíèå 
îò öåíòðà O

1
 êâàäðàòà 

A
1
B

1
C

1
D

1
 äî ïëîñêîñòè 

(AB
1
C) ðàâíî h. 

Ïóñòü E — îñíîâàíèå 
ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâå-
äåííîãî èç òî÷êè O

1
 íà 

ïðÿìóþ B
1
O, ãäå O — 

öåíòð êâàäðàòà ABCD. 
Ïðÿìàÿ O

1
E ëåæèò 

â ïëîñêîñòè (BB
1
D

1
D), 

à ïðÿìàÿ AC ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó O

1
Å ̀  AC è O

1
E — 

ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè (AB
1
C); O

1
E ? h. Òàê 

êàê O B1 1

2

2
= ;  OO

1
 ? 1, òî OB1

1

2
1

3

2
= + = .

C

C
1

B

B
1

A

A
1

O
1

E

O

D

D
1

Ðèñ. 5.60
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Âûðàæàÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè ïëîùàäü FB
1
O

1
O, ïî-

ëó÷èì: h ⋅ = ⋅
3

2

2

2
1,  îòêóäà h =

3

3
.

Îòâåò: 
3

3
.

5.5.5. Площадь треугольника, 
параллелограмма, трапеции, 
круга, сектора

Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå a, b, c — 
ñòîðîíû; i — óãîë ìåæäó ñòîðî-

íàìè a è b; p
a b c

=
+ +

2
 — ïîëó ïåðèìåòð; S — 

ïëîùàäü; h
a
 — âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå a 

(ðèñ. 5.61). 
S a h

a∆ = ⋅
1

2
;  S ab∆ = ⋅

1

2
sin ;γ  

S p p a p b p c∆ = − − −( )( )( ).

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

S ab=
1

2
,

ãäå a, b — êàòåòû. 
Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà

S
a

∆ =
⋅2 3

4
, ãäå a — ñòîðîíà. 

c

b
a

i

h
a

Ðèñ. 5.61

l
i

a

b

d
1 dd

2ha

Ðèñ. 5.62
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Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå a, b — ñìåæíûå 
ñòîðîíû; i — óãîë ìåæäó íèìè; h

a
 — âûñîòà, 

ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå a; d
1
, d

2
 — äèàãîíàëè; 

S — ïëîùàäü; l — óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè 
(ðèñ. 5.62). 

S
ïàð.

 ? a  ©""h
a
; S ? ab sin i; S d d

ïàð.
=

1

2 1 2 sin .ϕ

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
S

ïð.
 ? ab, ãäå a, b — ñòîðîíû. 

Ïëîùàäü ðîìáà
S d d

ð. .=
1

2 1 2

d1

l

d2

a

b

l
h

d

Ðèñ. 5.63
 

R

c

Ðèñ. 5.64

Ïóñòü â òðàïåöèè a, b — îñíîâàíèÿ; h — âû-
ñîòà; l — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ; d

1
, d

2
 — äèàãîíàëè; 

l — óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè; S — ïëîùàäü 
(ðèñ. 5.63).

S
òðàï.

 ? lh; S
a b h

=
+( )

;
2

 S d d
òðàï. sin .=

1

2 1 2 ϕ

Ïóñòü R — ðàäèóñ êðóãà; S — åãî ïëîùàäü 
(ðèñ. 5.64): 

S
êð.

 ? rR2. 
Ïëîùàäü êðóãîâî ãî ñåêòîðà ðàäèóñà R ñ öåí-

òðàëüíûì óãëîì c ðàäèàí: 

S R
ñåêò. .=

1

2
2α
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5.5.6. Площадь поверхности 
конуса, цилиндра, сферы

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 
ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ñ îáðà-
çóþùåé äëèíû l è îñíîâàíèåì ðà-
äèóñà R

S
áîê.

 ? rRl. 

Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîãî êðóãîâî-
ãî êîíóñà

S
ïîëí.

 ? rR(R + l).
Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîãî êðóãîâîãî 
öèëèíäðà ñ âûñîòîé H è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R

S
áîê.

 ? 2rRH.
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîãî êðóãîâî-
ãî öèëèíäðà

S
ïîëí.

 ? 2rR(R + H).
Ïëîùàäü ñôåðû ðàäèóñà R

S
ñô.

 ? 4rR2. 

5.5.7. Объем куба, прямоугольного 
параллелепипеда, пирамиды, 
призмы, цилиндра, конуса, шара

Îáúåì êóáà ñî ñòîðîíîé a
V ? a3. 

Îáúåì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåá-
ðàìè a, b, c

V ? abc. 
Ïóñòü â ïèðàìèäå S

îñí.
 — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ; 

h — âûñîòà; V — îáúåì

V S h= ⋅
1

3 îñí. .

Ïóñòü â ïðèçìå S — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ; h — 
âûñîòà; V — îáúåì

V ? Sh. 
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Ïóñòü â ïðÿìîì êðóãîâîì öèëèíäðå R — ðàäèóñ 
îñíîâàíèÿ; h — âûñîòà; V — îáúåì

V ? rR2h. 
Ïóñòü â ïðÿìîì êðóãîâîì êîíóñå R — ðàäèóñ 
îñíîâàíèÿ; h — âûñîòà; V — îáúåì

V R h=
1

3
2π .

Îáúåì øàðà ðàäèóñà R

V R=
4

3
3π .  

Пример 1. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò 
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 4 è 1. 

Áîêîâûå ðåáðà ðàâíû 
2

π
. Íàéòè îáúåì öèëèíäðà, 

îïèñàííîãî îêîëî ýòîé ïðèçìû. 
Ðåøåíèå: òàê êàê ïî 
óñëîâèþ òðåóãîëüíàÿ 
ïðèçìà âïèñàíà â öè-
ëèíäð, òî åå îñíîâàíèÿ 
(ïðÿìîóãîëüíûå òðå-
óãîëüíèêè) âïèñàíû 
â îêðóæíîñòè — îñíî-
âàíèÿ öèëèíäðà, à ñå-
ðåäèíà ãèïîòåíóçû 
òðå óãîëüíèêà ÿâëÿåò-
ñÿ öåíòðîì îïèñàííîé 
îêðóæíîñòè îêîëî òðå-
óãîëüíèêà. Ðàäèóñ îñ-

íîâàíèÿ R AB=
1

2
.

Áîêîâûå ðåáðà ïðèçìû ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè 

öèëèíäðà, ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàâíû 
2

π
.  Âûñîòà 

ÎÎ
1
 öèëèíäðà ðàâíà îáðàçóþùåé. 

O

O
1

C
1

C B

B
1

A
1

A

Ðèñ. 5.65
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V
ö.
 ? rR2 © h, ãäå h =

2

π
.  Èç FABC (æC ? 90fl):  

AB = + =4 1 172 2 ; R =
17

2
; V

ö. , .= ⋅ ⋅ = =π
π

17

4

2 17

2
8 5  

Îòâåò: 8,5 ñì3.
Пример 2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà óìåíüøèëè 
â 9 ðàç. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèëñÿ îáúåì øàðà? 
Ðåøåíèå: ïóñòü èñõîäíûé ðàäèóñ áûë R, à íîâûé 

ðàäèóñ ñòàë r: 4
1

9
42 2π πr R= ⋅ .

r R= ⋅
1

3
.  

4

3

1

27

4

3
3 3π πr R= ⋅ .

Îòâåò: â 27 ðàç. 

5.6. Координаты и векторы

5.6.1. Декартовы координаты 
на плоскости и в пространстве

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò íà ïëîñêîñòè îáðàçóåòñÿ äâó-
ìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè 
îñÿìè êîîðäèíàò Ox è Oy, ïåðåñå-
êàþùèìèñÿ â òî÷êå O (íà÷àëå êîîðäèíàò). Íà 

êàæäîé îñè âûáðàíî 
ïîëîæèòåëüíîå íà-
ïðàâëåíèå è ìàñøòàá 
(åäèíè÷íûé îòðåçîê). 
×åòûðå óãëà, îáðàçî-
âàííûå îñÿìè, íàçû-
âàþòñÿ êâàäðàíòàìè 
(ðèñ. 5.66). 

Ïîëîæåíèå òî÷êè A 
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ 

êîîðäèíàòàìè: x (àáñ öèññà), y (îðäèíàòà). Ýòî 
äëèíû ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêîâ OB è OC ñ ñî-

A

x

y

C
I

IV

II

III
B1

1

O

A

Ðèñ. 5.66
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îòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè (â I êâàäðàíòå: x @ 0, 
y @ 0; âî II êâàäðàíòå: x > 0; y @ 0; â III êâàäðàí-
òå: x > 0, y > 0; â IV êâàäðàíòå: x @ 0, y > 0). 

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå îáðàçóåòñÿ 
òðåìÿ âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûìè îñÿìè: 
Ox (àáñöèññ), Oy (îðäè-
íàò), Oz (àïïëèêàò) 
(ðèñ. 5.67). Ñîîòâåò-
ñòâåííî êàæäàÿ òî÷êà 
èìååò òðè êîîðäèíàòû. 

5.6.2. Формула расстояния между 
двумя точками; уравнение сферы

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M
1
(x

1
; 

y
1
; z

1
) è M

2
(x

2
; y

2
; z

2
) â ïðîñòðàí-

ñòâå

d x x y y z z= − + − + −( ) ( ) ( ) .2 1
2

2 1
2

2 1
2

Пример 1. Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 
A(1; –2; –3) è B(3; 1; –9). 

Ðåøåíèå: d = − + + + − + =( ) ( ) ( ) .3 1 1 2 9 3 72 2 2  
Îòâåò: 7.

Óðàâíåíèå ñôåðû ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå 
M

0
(x

0
; y

0
; z

0
)

(x – x
0
)2 + (y – y

0
)2 + (z – z

0
)2 ? R2. 

Пример 2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì 
â òî÷êå A(2; –1; 3), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó N(3; 
2; 5). 
Ðåøåíèå: R AN= = − + + + − =( ) ( ) ( ) .3 2 2 1 5 3 142 2 2  
Óðàâíåíèå ñôåðû: (x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 ? 14. 

y

x

z

1
1

1
O

Ðèñ. 5.67
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5.6.3. Вектор, модуль вектора, 
равенство векторов, сложение 
векторов, умножение вектора 
на число

Âåêòîð — îòðåçîê ñ âûáðàííûì 
íà íåì íàïðàâëåíèåì. 

Ó íóëåâîãî âåêòîðà ( )0  íà÷àëî è êîíåö ñîâïà-
äàþò. Îí íå èìååò íàïðàâëåíèÿ. 

Ìîäóëü âåêòîðà AB  — äëèíà îòðåçêà AB; 

îáîçíà÷àåòñÿ AB .
Êîëëèíåàðíûìè íàçûâàþòñÿ âåêòîðû, ëåæà-

ùèå íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (â ÷àñòíîñòè, íà 
îäíîé ïðÿìîé). 

Ðàâíûìè íàçûâà-
þòñÿ äâà âåêòîðà, 
åñëè îíè êîëëèíåàðíû, 
îäèíà êî âî íàïðàâëåíû 
è ðàâ íû ïî äëèíå. 

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà
Äëÿ ñëîæåíèÿ âåê-

òîðîâ a  è b  íóæíî 
ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè 
âåêòîð b  òàê, ÷òîáû 
åãî íà÷àëî ñîâïàäàëî 
ñ êîíöîì âåêòîðà a. 

Òîãäà èõ ñóììà — âåêòîð c,  íà÷àëî êîòîðîãî ñî-
âïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà a,  à êîíåö — ñ êîí-
öîì âåêòîðà b  (ðèñ. 5.69):

AB BC AC+ = .  

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà
Äëÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ a  è b  íóæíî ïà-

ðàëëåëüíî ïåðåíåñòè èõ òàê, ÷òîáû èõ íà÷àëà 

a

Ðèñ. 5.68

a b

c
A

B

C
Ðèñ. 5.69



145

5

X 5.6. Координаты и векторы

íàõîäèëèñü â îäíîé 
òî÷êå. Òîãäà èõ ñóì-
ìà — âåêòîð c,  ñîîò-
âåòñòâóþùèé äèàãîíà-
ëè ïàðàëëåëîãðàììà, 
ïîñòðîåííîãî íà a è b 
(ðèñ. 5.70):

AB AD AC+ = .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
1)  a b b a+ = + ;  (ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí);

2)  ( ) ( );a b c a b c+ + = + +  (ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí);

3)  a a+ =0  (çàêîí ñëîæåíèÿ âåêòîðà ñ íóëåâûì 
âåêòîðîì);

4)  a a+ − =( ) 0  (çàêîí ñëîæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ 
âåêòîðîâ).

Ðàçíîñòü âåêòîðîâ:
AC AB BC− =  
(ðèñ. 5.71). 
Ïðîèçâåäåíèåì âåê-

òîðà a  íà ÷èñëî k íà-
çûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð 
c ka= ,  ÷òî c k a= ⋅ ,  
ïðè÷åì âåêòîðû a  è c  ñîíàïðàâëåíû, åñëè 
k @ 0, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, åñëè k > 0 
(ðèñ. 5.72). 

Âåêòîð ( )− ⋅1 a  íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì 
âåêòîðó a  è îáîçíà÷àåòñÿ ( ).−a  

a b a b+ − = −( ) .

Íà ðèñ. 5.73 ïîñòðîåí âåêòîð ( )a b−2  (ïî çà-
äàííûì âåêòîðàì a  è b ).

A

B

C

Ðèñ. 5.71

a

b
cA

B

D

C

Ðèñ. 5.70
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a 2a
−1
2
a

Ðèñ. 5.72
 

b
a

–2b
a
 –

 2
b

Ðèñ. 5.73

5.6.4. Коллинеарные векторы; 
разложение вектора по двум 
неколлинеарным векторам

Îïðåäåëåíèå êîëëèíåàðíûõ âåê-
òîðîâ äàíî â ïóíêòå 5.6.3. Îáîçíà-
÷åíèå: a b|| .

Íóëåâîé âåêòîð êîëëèíåàðåí ëþáîìó: 0 || .a

Åñëè a b||  è b ≠ 0, òî & n"| a b= λ .
Åñëè âåêòîðû a,  b  íà ïëîñêîñòè íåêîëëèíå-

àðíû, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà c  ñóùåñòâóþò òà-
êèå ÷èñëà x

1
 è x

2
 (êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ; 

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî), ÷òî c x a x b= +1 2 .  

Пример. Ïóñòü K — öåíòð òÿæåñòè FABC (ðèñ. 5.74).  

Ðàçëîæèòü âåêòîð AK ïî âåêòîðàì a AB=  è b AC= . 
Ðåøåíèå: òàê êàê K — öåíòð òÿæåñòè òðå-
óãîëüíèêà, ò. ê. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, òî 

AK AD= ⋅
2

3
 (ïî ñâîéñò-

âó öåíòðà òÿæåñòè); 

AD AL AB AC= = + =
1

2

1

2
( )  

= +
1

2

1

2
a b  (ABLC — ïà-

ðàëëåëîãðàìì).

C

B

A

K
D

L

D

C
Ðèñ. 5.74
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AK a b a b= ⋅ +





 = +

2

3

1

2

1

2

1

3

1

3
.  

Îòâåò: 
1

3

1

3
a b+ .

5.6.5. Компланарные векторы; 
разложение вектора по трем 
некомпланарным векторам

Êîìïëàíàðíûìè íàçûâàþòñÿ íå-
ïàðàëëåëüíûå âåêòîðû (òðè è áî-
ëåå), ïàðàëëåëüíûå îäíîé ïëîñêî-
ñòè. Ïðè îòêëàäûâàíèè îò îäíîé òî÷êè îíè áó-
äóò ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. 

Òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà îäèí èç íèõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî äâóì 
äðóãèì: 

c xa yb= + .
Åñëè âåêòîðû a,  b,  c  íåêîìïëàíàðíû, òî 

ëþáîé âåêòîð d  ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçëîæèòü 
ïî ýòèì âåêòîðàì: 

d x a x b x c= + +1 2 3 .
Ëþáûå òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íåíó-

ëåâûõ âåêòîðà íåêîì-
ïëàíàðíû. 

Пример. Äàí êóá 
ABCDA

1
B

1
C

1
D

1
 

(ðèñ. 5.75). Ðàçëîæèòü  

âåêòîð AK,  ãäå a AB= ,  

b AC= ,  c AA= 1.

Ðåøåíèå: AK AL LK= + ; 

AL
AB AC a b

=
+

=
+

2 2
;  

CC
1

B
L

B
1

AA
1

DD
1

K

Ðèñ. 5.75
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LK
AA c

= =1

2 2
.  AK a b c= + +

1

2

1

2

1

2
.

Îòâåò: 
1

2

1

2

1

2
a b c+ + .

5.6.6. Координаты вектора; 
угол между векторами; 
скалярное произведение векторов 

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a  íà 
ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) íà-
çûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû åãî ðàçëîæåíèÿ ïî 
åäèíè÷íûì âåêòîðàì îñåé Ox, Oy (Ox, Oy, Oz) 
(ðèñ. 5.76). 

à) a xi yj= + ;  
á) a xi yj zk= + + .
Êîîðäèíàòû âåêòîðà 

ðàâíû ðàçíîñòÿì ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîîð-
äèíàò êîíöà è íà÷àëà 
âåêòîðà: 

x ? x
B
 – x

A
; y ? y

B
 – y

A
; z ? z

B
 – z

A
.

Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ êîîðäèíàòû ñêëàäû-
âàþòñÿ, ïðè óìíîæåíèè íà ÷èñëî — óìíîæàþò-
ñÿ íà ýòî ÷èñëî. 

Пример 1. Ïóñòü A(2; –3; 1); B(3; 5; 0); C(6; 1; 5);  

a AB= ; b AC= . Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà p a b= −3 2 . 

Ðåøåíèå:

a = − + − =
= −

( ; ; )

( ; ; );

3 2 5 3 0 1

1 8 1  

b = − + − =
=

( ; ; )

( ; ; ).

6 2 1 3 5 1

4 4 4

y

y

xx1

1

i

a

j
O

Ðèñ. 5.76

a

b

l

Ðèñ. 5.77
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p a b= − = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ =
= − −

3 2 3 1 2 4 3 8 2 4 3 1 2 4

5 16 11

( ; ; ( ) )

( ; ; ).

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a  è b  îáðàçóåò-
ñÿ ïðè ñîâìåùåíèè èõ íà÷àë (ðèñ. 5.77); 
0 180≤ ∠ ≤ °( ; ) .a b

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

a b a b a b⋅ = ⋅ ⋅ ∠cos ( ; ).  a b b a⋅ = ⋅ ;  a a a⋅ =
2
;  

a b⋅ = 0,  åñëè a b⊥  (âåêòîðû âçàèìíî ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, ò. å. óãîë ìåæäó âåêòîðàìè à è b ðàâåí 

90fl, à cos 90fl ? 0). 
Åñëè a a a a

x y z
= ( ; ; );  b b b b

x y z
= ( ; ; ),  òî ñêàëÿðíîå 

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a b a b a b a b
x x y y z z

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ .  

a a a a
x y z

= + +2 2 2 .  

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû — äëÿ âåêòîðîâ, ëå-
æàùèõ â ïëîñêîñòè (îòñóòñòâóåò òðåòüÿ êîîðäè-
íàòà). 

Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè

ϕ =
+ +

+ + ⋅ + +
arccos

( ) ( )
.

a b a b a b

a a a b b b

x x y y z z

x y z x y z

2 2 2 2 2 2

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ
a

x
 © b

x
 + a

y
 © b

y
 + a

z
 + b

z
 ? 0. 

Пример 2. Ïåðïåíäèêóëÿðíû ëè âåêòîðû 
a = ( ; ; )1 2 3  è b = −( ; ; )?4 5 2
Ðåøåíèå:
a b⋅ = ⋅ + ⋅ − + ⋅ =1 4 2 5 3 2 0( ) . Ñëåäîâàòåëüíî, a b⊥ .

Îòâåò: äà. 
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ÝËÅÌÅÍÒÛ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÈ, 
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ È ÒÅÎÐÈÈ 
ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

6.1. Элементы комбинаторики

6.1.1. Поочередный 
и одновременный выбор

Ðåøåíèå êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ 
îáû÷íî ê ïðèìåíåíèþ äâóõ ïðàâèë: ïðàâèëà 
ñëîæåíèÿ è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ.

Пример 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ è òðåõ-
çíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ ðàçëè÷íû? 
Ðåøåíèå: îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî äâóçíà÷íûõ ÷è-
ñåë. Ïåðâóþ öèôðó ìîæíî âûáðàòü 9 ñïîñîáàìè 
(êðîìå 0), âòîðóþ (ïîñëå òàêîãî âûáîðà) — òàêæå 

Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ
Åñëè âûáîð ýëåìåíòà a ìîæíî îñóùåñòâèòü m ñïî-
ñîáàìè, à âûáîð ýëåìåíòà b — n ñïîñîáàìè, èñêëþ-
÷àþùèìè äðóã äðóãà, òî âûáîð îäíîãî èç ýëåìåí-

òîâ (a èëè b) ìîæíî îñóùåñòâèòü (m + n) ñïîñîáàìè

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ
Åñëè âûáîð ýëåìåíòà a ìîæíî îñóùåñòâèòü m ñïî-
ñîáàìè è ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà ìîæíî n 

ñïîñîáàìè îñóùåñòâèòü âûáîð ýëåìåíòà b, òî âûáîð 
ïàðû ýëåìåíòîâ (a; b) â óêàçàííîì ïîðÿäêå ìîæíî 

îñóùåñòâèòü m © n ñïîñîáàìè
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9 ñïîñîáàìè (êðîìå ïåðâîé). Ïî ïðàâèëó óìíîæå-
íèÿ: 9 © 9 ? 81. 
Îòâåò: 81.

Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë. 
Ïåðâûå äâå öèôðû ìîæíî âûáðàòü 81 ñïîñîáîì, 
òðåòüþ — 8 ñïîñîáàìè (êðîìå äâóõ ïåðâûõ). Ïî 
ïðàâèëó óìíîæåíèÿ: 81 © 8 ? 648. 

Îáùåå êîëè÷åñòâî ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ: 
81 + 648 ? 729. 

Пример 2. Â ëàáîðàòîðèè ÍÈÈ ðàáîòàåò íåñêîëü-
êî ÷åëîâåê, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ çíàåò õîòÿ áû 
îäèí èíîñòðàííûé ÿçûê. 6 ÷åëîâåê çíàþò àíãëèé-
ñêèé, 6 — íåìåöêèé, 7 — ôðàíöóçñêèé, 4 ÷åëîâå-
êà çíàþò àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé, 3 ÷åëîâåêà 
çíàþò íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé, 2 ÷åëîâåêà çíà-
þò íåìåöêèé è àíãëèéñêèé, 1 ÷åëîâåê çíàåò âñå 3 
ÿçûêà. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ðàáîòàåò â ëàáîðàòîðèè? 
Ñêîëüêî èç íèõ çíàåò àíãëèéñêèé ÿçûê? Ñêîëüêî 
÷åëîâåê çíàåò ëèøü îäèí ÿçûê? 
Ðåøåíèå: íàéäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà ñóì-
ìû (èëè ïðàâèëà ñëîæåíèÿ). Îáîçíà÷èì n(À), 
n(Í), n(Ô) êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ â ëàáîðàòîðèè, 
êîòîðûå çíàþò àíãëèéñêèé, íåìåöêèé è ôðàí-
öóçñêèé ÿçûêè ñîîòâåòñòâåííî; n(Í, Ô), n(Ô, Í), 
n(À, Ô), n(À, Í, Ô) — êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ, 
çíàþùèõ ïî 2 è 3 ÿçûêà ñîîòâåòñòâåííî. 
Òîãäà ïî ïðàâèëó ñóììû îáùåå ÷èñëî ñîòðóä-
íèêîâ â ëàáîðàòîðèè ðàâíî: n ? n(À) + n(Í) +  
+ n(Ô) – n(Í, Ô) – n(À, Í) – n(À, Ô) + n(À, Í, Ô) ?  
? 6 + 6 + 7 – 3 – 2 – 4 + 1 ? 11. 
Òîëüêî àíãëèéñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè çíàþò: 

nÀÍ ? n(À, Í) – n(À, Í, Ô) ? 1 ÷åëîâåê. 
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Òîëüêî àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé ÿçûêè çíàþò: 
nÀÔ ? n(À, Ô) – n(À, Í, Ô) ? 3 ÷åëîâåêà. 

Àíãëèéñêèé ÿçûê çíàåò: 
nÀ ? n(À) – nÀÍ – nÀÔ – n(À, Í, Ô) ? 1 ÷åëîâåê. 
Òîëüêî íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé ÿçûêè çíàþò: 

nÍÔ ? n(Í, Ô) – n(À, Í, Ô) ? 2 ÷åëîâåêà. 
Áîëüøå îäíîãî ÿçûêà çíàþò: 
m ? n(À, Í, Ô) + nÀÍ + nÀÔ + nÍÔ ? 7 ÷åëîâåê.
È òîëüêî îäèí ÿçûê çíàþò: 

n1 ? n – m ? 4 ÷åëîâåêà.
Îòâåò: 11 ÷åëîâåê; 1 ÷åëîâåê; 4 ÷åëîâåêà.

6.1.2. Формулы числа сочетаний, 
размещений и перестановок. 
Бином Ньютона

Ïåðåñòàíîâêàìè íà ìíîæåñòâå 
èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå ãðóïïû èç n ðàçëè÷íûõ 
ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ðàçëè÷àþùèõñÿ 
ïîðÿäêîì. 

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíî-
æåñòâå èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî: 

n! ? 1 © 2 © 3 © … © n. 
(×èòàåòñÿ «n ôàêòîðèàë».)

Пример 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàññàäèòü 
5 ÷åëîâåê â ðÿä? 
Ðåøåíèå: ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåðå-
ñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå èç 5 ýëåìåíòîâ: 
5! ? 1 © 2 © 3 © 4 © 5 ? 120.
Îòâåò: 120.

Ñî÷åòàíèÿìè ïî m ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå 
èç n ýëåìåíòîâ (m ~ n) íàçûâàþò âñåâîçìîæíûå 



153

6

X 6.1. Элементы комбинаторики

ãðóïïû èç m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíî-
æåñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ñîñòàâîì (ïîðÿ-
äîê áåçðàçëè÷åí). 

Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé ïî m ýëåìåíòîâ íà ìíî-
æåñòâå èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ C

n

m  è âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

C
n

m n m
n

m =
−
!

!( )!
èëè ïî ôîðìóëå: 

C
n n n m

m
n

m =
⋅ − ⋅ ⋅ − +( ) ... ( )

!
.

1 1

Â ÷àñòíîñòè, C C
n n

n0 1= = ; C C n
n n

n1 1= =− ;  C C
n

n m

n

m− = .

Пример 2. Âû÷èñëèòü C11
7 .

Ðåøåíèå:

C C C11
7

11
11 7

11
4 11 10 9 8

1 2 3 4
330= = =

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

=− .

Îòâåò: 330.

Пример 3. Äâåðü îòêðûâàåòñÿ îäíîâðåìåííûì íà-
æàòèåì 3 êíîïîê íà êîäîâîì çàìêå, ñîäåðæàùåì 
10 êíîïîê. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ 
êîäîâ? 
Ðåøåíèå: êîëè÷åñòâî êîäîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòà-
íèé èç 10 ïî 3:

C10
3 10 9 8

1 2 3
120=

⋅ ⋅
⋅ ⋅

= .

Îòâåò: 120.

Áèíîì Íüþòîíà

( ) ... ...a b C a C a b C a b

C ab C

n

n

n

n

n

n

k n k k

n

n n

n

+ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + +

+ ⋅ +

− −

− −

0 1 1

1 1 nn nb⋅
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Пример 4. Ðàñêðûòü ñêîáêè â âûðàæåíèè (a + b)5. 
Ðåøåíèå:

C5
0 1= ;  C5

1 5= ;  C5
2 5 4

2
10=

⋅
= ;  C C5

3
5
2 10= = ;  

C C5
4

5
1 5= = ;  C5

5 1= .  
(a + b)5 ? a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5. 

Ðàçìåùåíèÿìè ïî m ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå 
èç n ýëåìåíòîâ (m ~ n) íàçûâàþò âñåâîçìîæíûå 
ãðóïïû èç m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíî-
æåñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ ñîñòàâîì ëèáî ïîðÿäêîì.

Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé ïî m ýëåìåíòîâ íà 
ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ A

n
m è âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
A

n

n m
n

m =
−( )

!

!
èëè ïî ôîðìóëå A n n n m

n

m = ⋅ − ⋅ ⋅ − +( ) ... ( ).1 1

Â ÷àñòíîñòè, A A n A n
n n n

n0 11= = =; ;...; !

6.2. Элементы статистики

6.2.1. Табличное и графическое 
представление данных

Ñòàòèñòèêà èçó÷àåò ìåòîäû ñáîðà, 
ñèñòåìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è èíòåð-
ïðåòàöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
ò. å. äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íû-
ìè ìàññîâûìè ÿâëåíèÿìè è ñîáûòèÿìè. 

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ îáû÷íî 
ïðèìåíÿþò âûáîðî÷íîå íàáëþäåíèå, ò. å. íàáëþ-
äåíèå, îõâàòûâàþùåå íå âñþ èçó÷àåìóþ ñîâî-
êóïíîñòü, à òîëüêî íåêîòîðóþ åå ÷àñòü, íàçûâà-
åìóþ âûáîðêîé. 
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Äëÿ ãðóïïèðîâêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èñ-
ïîëüçóþò ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû.

Äëÿ èçó÷àåìûõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí 
«âàðèàíòà», à äëÿ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè 
âàðèàíòû — òåðìèí «ïðèçíàê». ×èñëî, ïîêà-
çûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç òà èëè èíàÿ âàðèàíòà 
âñòðå÷àåòñÿ â âûáîðêå, íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé 
âàðèàíòû.

Òàáëèöà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó âà-
ðèàíòàìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè, íàçû-
âàåòñÿ ÷àñòîòíîé òàáëèöåé: 

Âàðèàíòà x
1

x
2

x
3

… x
m

×àñòîòà n
1

n
2

n
3

… n
m

Îáúåì âûáîðêè: n ? n
1
 + n

2
 + … + n

m
. 

Пример 1. Ïðè êîíòðîëå çíàíèé â êëàññå èç 25 ÷å-
ëîâåê áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå îöåíêè: 2, 3, 
4, 3, 4, 5, 3, 5, 2, 4, 3, 3, 4, 4, 2, 5, 2, 4, 3, 4, 4, 3, 
2, 5, 3. Ñîñòàâèòü ÷àñòîòíóþ òàáëèöó. 
Ðåøåíèå: ñãðóïïèðóåì äàííûå è ðàçìåñòèì èõ 
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïðèçíàêà (ò. å. îöåíêè): 
«2» — 5; «3» — 8; «4» — 8; «5» — 4: n ? 25. 

Îöåíêà 2 3 4 5

Êîëè÷åñòâî 5 8 8 4

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè èñïîëüçóþò ãðàôè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ, â ÷àñòíîñòè ïîëè-
ãîíû. 

Ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ íàçûâàþò âñþ èçó÷àå-
ìóþ ñîâîêóïíîñòü
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèãîíà ÷àñòîò íà îñè àáñ-
öèññ îòêëàäûâàþò çíà÷åíèÿ âàðèàíò x

k
, à íà 

îñè îðäèíàò — çíà÷åíèÿ ÷àñòîò n
k
. Çàòåì òî÷êè 

(x
k
; n

k
) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ è ïîëó÷à-

þò ïîëèãîí ÷àñòîò (ëîìàíóþ ëèíèþ). 

Пример 2. Ïîñòðîèòü ïîëèãîí ÷àñòîò äëÿ ïðèìå-
ðà 1. 
Ðåøåíèå:

0 x

y

2 3 4

4
5

8

5
Ðèñ. 6.1

6.2.2. Числовые характеристики рядов данных

Âûáîðî÷íûì ñðåäíèì íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå 
àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ çíà÷åíèé âûáîðêè: 

x
x x x

n

n=
+ + +1 2 ...

.

Ìîäà âûáîðêè — ýòî åå çíà÷åíèå, êîòîðîå 
âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî (âûáîðêà ìîæåò èìåòü 
íåñêîëüêî ìîä); îáîçíà÷àåòñÿ Mo.

Ìåäèàíà âûáîðêè — ýòî ÷èñëî, êîòîðîå «äå-
ëèò ïîïîëàì» ñãðóïïèðîâàííóþ âûáîðêó, â êî-
òîðîé êàæäîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà âûïèñàíî 
ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îíî ïðèíèìàåòñÿ, ò. å. ìå-
äèàíà íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå ýòîò ðÿäà, åñëè 
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âåëè÷èíà âûáîðêè — íå÷åòíîå ÷èñëî, è ðàâíà 
ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó äâóõ ñðåäíèõ âàðè-
àíò, åñëè âåëè÷èíà âûáîðêè — ÷åòíîå ÷èñëî; 
îáîçíà÷àåòñÿ M

b
. 

Пример 1. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ìîäó è ìå-
äèàíó äëÿ ïðèìåðà 1. 
Ðåøåíèå: ñðåäíåå çíà÷åíèå: 

x =
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

=
5 2 8 3 8 4 4 5

25
3 44, .

Âûáîðêà èìååò 2 ìîäû: 3 è 4 (âñòðå÷àþòñÿ îäèíà-
êîâî ÷àñòî — ïî 8 ðàç). 
Ìåäèàíà: M

b
 ? 3 (íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå íà 13-ì 

ìåñòå).
Îòâåò: x = 3 44, ;  Mo Œ {3; 4}; M

b
 ? 3. 

Пример 2. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ìîäó è ìå-
äèàíó äëÿ âûáîðêè: 2; 3; 4; 3; 4; 2; 4; 5; 2; 4.
Ðåøåíèå: óïîðÿäî÷èì âûáîðêó: 2; 2; 2; 3; 3; 4; 4; 
4; 4; 5.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå: x =

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
=

3 2 2 3 4 4 1 5

10
3 3, .

Ìîäà: 4.
Íà ïÿòîì ìåñòå: 3; íà øåñòîì ìåñòå: 4.

Ïîýòîìó ìåäèàíà: Ì
â
=

+
=

3 4

2
3 5, .

Îòâåò: 3,3; 4; 3,5.

6.3. Элементы теории вероятностей

6.3.1. Вероятности событий

Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì íàçûâàåò-
ñÿ ÿâëåíèå, ïðîèñõîäÿùåå èëè íå 
ïðîèñõîäÿùåå ïðè îïðåäåëåííûõ 
óñëîâèÿõ. 
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Ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ. 
Íàïðèìåð, èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå ìîíå-
òû, ñîáûòèå — ïîÿâëåíèå ãåðáà. 

Ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîãóò íàñòóïèòü â íåêîòî-
ðîì èñïûòàíèè, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè 
èñõîäàìè, åñëè: 
 ïðè êàæäîì ïîâòîðåíèè èñïûòàíèÿ ïðîèñõî-
äèò ðîâíî îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé; 

 îíè ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. ïðîèñõîäÿò â ñðåä-
íåì îäèíàêîâî ÷àñòî. 
Íàïðèìåð, ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè ýòî 

6 ñîáûòèé: ïîÿâëåíèå öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ïðè èñïûòàíèè âîçìîæíî êîíå÷íîå 
÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Âåðîÿòíîñòüþ ñëó-
÷àéíîãî ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà 
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ 
ñîáûòèþ A (ïðè êîòîðûõ A íàñòóïàåò) ê îáùåìó 
÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: 

P A
m

n
( ) ,=

ãäå P(A) — âåðîÿòíîñòü A, m — ÷èñëî áëàãîïðè-
ÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ, n — îáùåå ÷èñëî ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ. 0 ~ P(A) ~ 1. 

Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 0, 
âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî (ïðîèñõîäÿùåãî îáÿçà-
òåëüíî) ñîáûòèÿ ðàâíà 1. 

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñïîëüçîâàíèå êëàññè-

÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåâîçìîæíî, 
ïðèìåíÿþò ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. 

Ïóñòü n — êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé â íåêîòîðîé 
ñåðèè èñïûòàíèé, m — êîëè÷åñòâî òåõ èñïûòà-
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íèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Îòíîøå-

íèå 
m

n
 íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé 

ñîáûòèÿ A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. 
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ÷à-

ñòîòû 
m

n
 â ðàçíûõ ñåðèÿõ èñïûòàíèé ïðàêòè-

÷åñêè ñîâïàäàþò è êîëåáëþòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî 
÷èñëà P(A), êîòîðîå íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé 
âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A. 

≈P A
m

n
( ) .

Íàïðèìåð, åñëè ñòðåëîê, ñäåëàâ 1000 âû-
ñòðåëîâ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ, ïîïàë â öåëü 
700 ðàç, òî âåðîÿòíîñòü åãî ïîïàäàíèÿ ìîæíî 
îöåíèòü: 

P A( ) , .≈ =
700

1000
0 7

6.3.2. Примеры использования  
вероятностей и статистики при решении 
прикладных задач

Пример 1. Êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå íåèçâåñòíî. Ïîé-
ìàëè 100 ðûá, ïîìåòèëè è îòïóñòèëè. ×åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ ïðè òàêîé æå ïîãîäå âûëîâèëè 50 ðûá, 
ñðåäè êîòîðûõ îêàçàëîñü 2 ïîìå÷åííûå. Îöåíèòü 
êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå. 
Ðåøåíèå: ïóñòü x — êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿò-
íîñòè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûëîâëåí-

íàÿ ðûáà ïîìå÷åíà, ðàâíà 
100

x
.  Â ñîîòâåòñòâèè ñî 
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ñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè ýòà âå-

ðîÿòíîñòü ïðèáëèæåííî ðàâíà: 
2

50

1

25
= :  

≈
100 1

25x
;  x … 2500. 

Îòâåò: ïðèáëèçèòåëüíî 2500 ðûá. 

Пример 2. Äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà èç ïàðòèè 
â 1000 äåòàëåé èçâëåêëè 100 äåòàëåé, ñðåäè êî-
òîðûõ îêàçàëîñü 5 áðàêîâàííûõ. Îöåíèòü êîëè÷å-
ñòâî áðàêîâàííûõ äåòàëåé â ïàðòèè. 
Ðåøåíèå: âåðîÿòíîñòü áðàêà ïðèáëèæåííî ðàâíà 
5

100
0 05= , .  Åñëè êîëè÷åñòâî áðàêîâàííûõ äåòàëåé 

ðàâíî x, òî âåðîÿòíîñòü áðàêà ðàâíà 
x

1000
:  

≈
x

1000
0 05, ;  x … 50. 

Îòâåò: ïðèáëèçèòåëüíî 50 äåòàëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïî âûáîðêå ìîæíî îöåíèòü 
êàê âåëè÷èíó ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè (ïðè-
ìåð 1), òàê è åå îòäåëüíûå ïðèçíàêè (ïðèìåð 2).




